Formes quadratiques
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Ce cours s’adresse aux étudiants de niveau deuxieme année de Licence et a ceux qui préparent le
capes. Il combine d’'une fagon indissociable I'étude des concepts bilinéaires des formes quadratiques
avec I'étude matricielle et géometrique. C’est un cours illustré par des exemples aléatoires et des exer-
cices avec plusieurs réponses possibles ou des avertissements selon I'erreur ainsi que des exercices a
étapes et utilisant des bases de données importantes.

1 Formes quadratiques et formes polaires associéees

Dans toute la suit& désigne uiR-espace vectoriel de dimensian

1.1 Définitions
1.1.1 Forme quadratique, Forme polaire

Définition 1.1. On appelldorme quadratique de E toute applicatiorg : E — R telle que
1. YAER, WXcE, q(Ax)=A?q(x).

2. I'application
b:EXE — R

(xy) = zlakx+y)—a(x) —ay)]
est une forme bilinéaire symétrique.
La forme bilinéaireb est appelé&a forme polaire deq.

Remarque 1.1.Si g est une forme quadratique de forme polaire b, alors
vV xeE, q(X)=Db(xXx).
Exemple 1. - SoitE = R" muni de son produit scalaire usuel neté>. L'application

q:E — R
X = < XX>

est une forme quadratique dar

1Ce travail a été réalisé a I'occasion d’'un projet Tempus, action JEP-31147-2003, impliquant d’une part I'université
Paris-Sud, l'université de Lille (USTL) et I'université de Delft (TU Delft) et d’autre part I'université de Monastir (ISM et
FSM) et I'université de Sousse (ISITC)



— SoitE = R4, I'application
qg:-E — R
X = X4y 47212

est une forme quadratique bien connue en mécanique quantique.
Exemple 1.

Définition 1.2 (Effet de changement de baseSpientB et B’ deux bases dE, notonsP la matrice
de passage dB a B'. Sig est une forme quadratique &ede forme polaire associde on a vu dans
le chapitre précédent que la relation entre les matrices de la forme bilitédénes les différentes
bases est donnée par

Mat(b, B') =' PMat(b, B)P

et donc
Mat(q, B') =' PMat(q, B)P.

1.2 Expression analytique d’une forme quadratique
1.2.1 Définition

Définition 1.3 (Expression analytique)Soit g une forme quadratique de de forme polaireb et
B = (e1,---,€,) une base d&. Posons

M = Mat(q, B) = (M j)1<i,j<n.

Soitx =y ; xi&, un élément d&. On a
n

q(x) =b(x.x) = > > M ;%X;.

i=1j=1

CommeM est symétrique alors
n

q(x) = Zlm,iX?HZ My, jXiX;

i= i<]

Ce polyndbme homogéne de degré 2egn- -, x, est appel@xpression analytiquedeq.

1.2.2 Méthode de dédoublement d’indices et exemples

La méthode de dédoublement d’indice permet de retrouver I'expression analytidpu jlrtir
de celle dgy :

dans I'expression analytique dgon remplace Iesxi2 parxy; et lesx;x; par%(xiyj +XjVyi) pour
I # J, on obtient ainsi celle d.

Exercice 1.WIMS : Formes Polaires


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U2/algebra/oefbilin.fr&cmd=new&exo=bilin2&cmd=new

1.3 Rang et noyau d’'une forme quadratique

Définition 1.4. 1. Soit q une forme quadratique de et B une base d&, M = Mat(q,B). On
appellerang de g, noté rgy, le rang de la matric#.

2. On appellenoyau deq le sous-espace vectoriel &e

kerq={xe€E;¥Y yeE, b(xy)=0}.

Remarque 1.2. Remarquons quegq ne dépend pas de la base choisie et le noyau de q est celui
de sa matrice relativement a n'importe quelle base. (Pourquoi ?) : En eff#®, est une autre base

de E et A= Mat(qg, B’) alors A=' PMP etrgA = rgM, d’autre part, il est clair quekerM C kerq,
réciproquement, si ¥ kerq alors

V yeE, by =XMY=YMX=0

donc MX=0 et par conséquent, & kerM.

1.4 Formes quadratiques non dégénérées
Définition 1.5. Soitq: E — R une forme quadratique de forme poldixeOn dit que
1. gestnon dégénéréssi b est non dégénérée c’est-a-dire
(Ve E, b(xy)=0)=—x=0.
2. g estpositive si b est positive.
3. g estdéfinie positivesi b est définie positive.

La proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une forme qua-
dratique soit non dégénérée.

Proposition 1.3. Soit g une forme quadratique de E. Considérons une tade E. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. q est non dégénéree.
2. kerq={0}.
3. La matrice M de q dans la bag@ est inversible.

Démonstration.Par définition,q est non dégénérée si et seulement si son noyau est nul, on déduit
d’apres le théoréme d@ang que le rang dey est égal a la dimension de ce qui est équivalent a
rgM =rgq = n, c’est-a-dire a ce que la matrié& est inversible. O

2 Orthogonalité

2.1 Bases orthogonales relativement a une forme quadratique
2.1.1 Définitions et Remarques

Définitions 2.1. 1. Soitb une forme bilinéaire symétrique skr Deux vecteurx ety de E sont
dits orthogonaux par rapport a b si b(x,y) = 0.
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2. Une basévy, ..., v,) deE est diteorthogonale par rapport a b si
b(vi,vj)=0 V i#}1<ij<n
3. Si q est la forme quadratique associéb.dDeux vecteurx ety sont ditsorthogonaux par

rapport a g s’ils sont orthogonaux par rapporba
4. Pour tout sous-espace vectofietle E, on définitl'orthogonal de F pour b, notéF - :

F-={xeE/b(xy)=0vyeF}.

Remarques 2.2.Soit b: E x E — R une forme bilinéaire symétrique.

1. Une base Bvy,---,V,) de E est orthogonale par rapport & b si et seulement si(llag) est
diagonale.

2. Soit‘B une base de E et M Mat(b, B), trouver une base orthogonale par rapport a b revient
a trouver Pe GL,(R) telle que'PMP soit diagonale.
Définition 2.1 (Vecteur isotrope)Un vecteurx est ditisotrope (pourq) si q(x) = 0.

Remarques 2.3. 1. Il se peut qu'il existe des vecteurs isotropes non nuls. Par exemplezRE

et
b:ExE — R

((X1,%2), (Y1, ¥2)) = X1y1—Xay2
le vecteur(1,1) est isotrope pour q.
2. Les vecteurs du noyau d’une forme quadratique sont isotropes mais la réciproque est fausse.
3. Sitout vecteur de E est isotrope, alors la forme quadratique g est nulle.

2.1.2 Existence de bases orthogonales

Proposition 2.4. Soit b une forme bilinéaire symétrique de E, alors E possede au moins une base
orthogonale par rapport a b.

Démonstration.Montrons ce résultat par récurrence suia dimension dé&. La propriété est triviale
pourn = 1. Supposons-la vraie pour taRtespace vectoriel de dimensiaret soientt un R-espace
vectoriel de dimension finie+ 1 etb une forme bilinéaire symeétrique skrx E.

Sib =0, alors toute base de est orthogonale pour et E admet au moins une base. Supposons
doncb # 0. Si tout vecteur d& est isotrope, aloris est nulle. Donc, il existe; € E tel queq(e;) # 0.
Considérong = {e;}* et la restrictiort/ deb aF x F.

Lemme 1. Soit @ un vecteur tel que @) # 0, alors les sous-espaces vectoriBle, et F = {e;}*
sont supplémentaires dans E.

Démonstration du lemmeSoitx € E. Pour tout(a,y) deR x E, on a

{x:ue1+y {x:ae1+y

yeF b(e,y) =0

__ b(er,x)

{Xzaelﬂ/ o) %7 e
b(er,x) = aq(er) y=X— bé‘(aéf)()el

Ceci montre que tout élémexte E se décompose d’'une facon unique Bag etF, doncRe; etF
sont supplémentaires daBsEn particulier, dink = n. O]
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Revenons a la démonstration de la proposition. D’aprés I'hypothese de récurrence, il existe une
base(ey, - --,ent1) deF qui est orthogonale polr. NotonsB = (ey,---,€n41), 0na:

— B est une base de carRe; etF sont supplémentaires.

-V 2<j<n+1lp(e,e)=0carejeF ={e}".

-V 2<i,j<n+1,(i# = (b(e,e) =0).
Ainsi, B est une base de orthogonale poub. [

Corollaire 2.5. Pour toute matrice symétrique S , il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telle que B=' PSP

Démonstration.Soit Sune matrice symétrique réelle et notdnka forme bilinéaire symétrique dont
la matrice relativement a la base canoniqueReestS. D’apres la proposition précédente, il existe
une base orthogonale par rappofi,ainsi la matrice dé dans cette base est diagonale. D’apres le
théoreme de changement de bases pour les formes bilinéaires symétriques, eR laotaaiirice de
passage de la base canonique a la s aD =! PSP O

Remarque 2.6.Attention, les éléments de la diagonale de D ne sont pas nécessairement les valeurs
propres de S.

Corollaire 2.7. Toute forme quadratique q sur E est décomposable, d’au moins une fagon, en une
combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.

Démonstration.Soientq une forme quadratique st de forme polaireb, d’apres ce qui précede,
il existe une base orthogonal® de E et la matriceD de q dans cette base est diagon&le=
diag(ds,---,dn). Soitx un vecteur deE de composante§s,---,X,) dans la baseB. L'expression
analytique de s’écrit alors
A(x) = dixq + -+ d,

En notant

4iE — R

X =X

les¢; sont des formes linéaires, de plus la familg - - -, ¢) est libre car c’est la base dualee [

2.2 Signature d’une forme quadratique

Théoréme 2.8.Soit g: E — R une forme quadratique. Il existey, - - -, v) une base de E orthogonale
par rapport a g et des entiers r et s vérifiah r <r +s<ntels que

n
q <-ZlXiVi> =X AR X=X K

Les entiersr etsne dépendent que dg.
Le couple(r,s) s’appellesignaturede g et le rang de g vautF s.
Démonstration.On va montrer I'existence et I'unicité deets.

Existence : Il existe (uy,---,un) une base d& orthogonale par rapportc Quitte a réordonner ces
vecteurs, on peut supposer qu’il existee N tels que 6<r < n, 0< s< netr+s< nvérifiant

q(u) >0 pourl<i<r (r peut étre nul
q(u) <0 pourr+1<i<r+s (speutétre nu)
q(u) =0 pouri>r+s (r +speut étre égal a)



Posons

Vi = A ourl<i<r,
i /_q(ui) p SIS
Vi = - pourr+1<i<r+s
—q(ui)
Vi = U pouri >r+s.

B = (vi,---,Vvn) est une base de orthogonale par rapportget on a

i 0 O
M=Mat(q,B)=| 0 —Is O
0O 0 O

Comme rg)=rgM alors rgg =r +Ss.

Unicité : Supposons qu'il existe ets dansN et (v}, ---,v;,) une base d& orthogonale par rapport
aqtelle que

n
q(Zﬁ‘M) :X/12+"'+X?—X§+1---—xﬁ+s,
i=

onar' +8 =rgM =r +s.
Vérifions que{vy, - Vv,V 1, - Vi } est un famille libre déE.
Supposons queivi + - - + 0 Vy + 51\4/+1 +- +BnpVy=0

On aura alors| (3¥ , aivi) =g (— ST Bi\/r/+i>- On en déduit,
q%_|_..._|_qr2: —B%_Bé

etparsuite; =---=0a, =pB1=---Bg =0. Comme{\/Ir --Vi,} est une sous-famille d’'une
famille libre alorsBy. 1 =---Bn_» =0.

La famille {vy,---Vr,V;,, 4,-- -V} estdonc libre. Par suite, son cardinaln—r’ est majoré par
la dimension dé& alorsona <r'.

On montre de la méme facon gr/e< r on en déduit = r’ puiss=-¢.

41

Exercice 2. WIMS : Signature et rang

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une forme quadra-
tique soit non dégénérée.

Proposition 2.9. Soit g une forme quadratique de E de signat(rts). Considérons une ba® de
E. Alors, g est non dégénérée si et seulements + n.

Démonstration.Par définition,q est non dégénérée si et seulement si son noyau est nul, on déduit
d’apres le théoreme d@ang que le rang dej est égal a la dimension de ce qui est équivalent a
r4s=n. [
Proposition 2.10. Soient g E — R une forme quadratique de signatuies).

1. g est positive—>s=0

2. g est définie positive=-r =n


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U2/algebra/oefbilin.fr&cmd=new&exo=signrang2&cmd=new

3 Deéecomposition en carrés d’'une forme quadratique

3.1 Méthode de Gauss

Le but de cette méthode est d’écrire une forme quadratique comme une somme de carres.

Théoreme 3.1.Soit q une forme quadratiqgue non nulle de E alors il exite--,¢p des formes
linéaires indépendants de E @1, - - -,ap des réels non nuls tels que

p

rgg=np

en outre, on a

et
kerqg={x e R"/ £1(x) = l2(x) = --- = £p(x) = O}

Démonstration.On raisonne par récurrence sur la dimensioide
pourn = 1. Soit(e;) une base d&, tout vecteux € E s’écritx = x;e1, doncq(x) = q(e;)x? et
alorsq(e;) = a # 0 carg # 0. On choisit dans ce cas

EliE — R
X161 — X1

Soitn > 2, supposons le résultat vrai pour toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimen-
sionp < n—1 et soitq une forme quadratique d&.SoitB = (e1,e,---,€,) une base d&, on sait
que

Vx € E,q(x) a..x,+2 aj j XiXj
Zl 1<|Zj<n

Premier Cas : S'il existeig tel quea;, i, # 0 : pour fixer les idées, supposons @yg # O.
Le principe est de regrouper tous les termes contenang; et faire apparaitre un début de
carré.

n n
q(X)=a1,1X%+222a1,jxlxj+;a@,mﬂz S a %X
2 2

2<i<)<n

Notonsqi (X, -, Xn) = zinzza;,ix?Jr 222§i<j§naj7inXj. Remarquons que c’est une forme qua-
dratique ernxy,---,X,. On a

qx) = 311<X1+a1121 2311X1X1>+0I1(X2, £ %n)

2
ag iX
= 6111<X1-|-zJ 5 a1‘1’>
2
“a (ijzal,ixj> +a1(x2,--+ %)

Soit alors

. agjXj
ai=ay1 etés: (Xl, e ,Xn) — X1+ ZT:Z =

arg ’




]

est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimamsi@non lui applique alors I'hy-
pothese de récurrence. Les formes linéaires récupérées en utilisant I’hypothése de récurrence
sont nécessairement libres avewu qu’elles n'ont pas de composantes suivant

Deuxiéme Cas :Cas ou tous leg; ; sont nuls, la forme quadratique s’écrit alors sous la fog(we =
23 1<i<j<nd@,jXiXj, Vx€ E. Sans perte de généralite, supposonsagyer 0.
L'idée est de regrouper tous les termes contenang; et X.

2
1 n
G2 (X2, Xn) = O1(X2, -+, Xn) — — (;auxj)

arl

n
q(X) = 281 2X1%2 +2 Z!al_, i X1X]
]:

n
+2 ZgazJXsz +2 Z 8 jXiX;j.
= 3<i<)<n
Posons,

O(x) = I zax;,

(X)) = Y zazjX

B(X) = 233<icj<nijXX]
Remarquons qué est un polyndme homogene de degré Z£n.: -, X,. Une fois que c’est fait,
on regroupe ces formes de la fagon suivante :

q(X) = 2ag2xX1X2 + 2X10(X) + 2x%P(X) + 6(x)
= 25 (@ paxe+a12xa0(X) +ag 2eW(X) | +6(x)

= a5 (@2xa+ W(x) (a2% + (X)) — 52, (IW(X) +8(x)

a2 a2

O1: (X3, -+, Xn) — B(X) — %(I)(X)QJ(X) est une forme quadratique sur un espace vectoriel de

dimensionn — 2. (Pourquoi ?) : En effet, le produit de deux formes linéaires est une forme
guadratique.
En utilisant la relatiorab= % [(a+b)2— (a—b)?], on obtient
AX) =z [(Br2xe+ar2xe +W(X) +9(x)? — (a2 — ar2Xe + W(X) — §(x))?]
+ (X3, 5 Xn)-

1 _ 1
2a1 5’ A = 2217’

Posonsa; =
10 (X1, -+, X%n) > @1,2X1 + g 2%2 + Y(X) + ¢ (X)

et

O (X1, -+, %Xn) = ag X1 — a1,2%2 + P(X) — (X).
Les formed; et/ sont deux formes linéaires indépendante®bdetq; est une forme quadra-
tique a qui on applique I'hypothése de récurrence.
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Remarque 3.2.La démonstration du théoreme précédent est la méthode pratique de réduction de
Gauss.

Corollaire 3.3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, la signature dé sesti
r=card{g >0,i=1,---,p}

et
s=card{g <0,i=1,---,p}.

Remarque utile 1. La décomposition de Gauss permet aussi de déterminer une base orthogonale
par rapport a la forme quadratique.

3.2 Exemples

Dans cette sous section, on donne trois exemples de réduction de Gauss d’'une forme quadratique.
Conselil : Lire la preuve du théoreme précédent en regardant les exemples.

3.2.1 Exemple 1 : Forme quadratique avec carrés

Exemple 2. SoitE = R3,

ax,y.2) = 2x*—y?—4xy—8yz

= 2(x°— 2xy) y —8yz
= 2(x—y)?> -9y’ —8yz
= 2(x-y)*- 9(y2+9y2)
= 2(x-Yy)2-9(y+ ) T
gl(x7y7 ) X/:X_y
Posons /2(x,Y,2) = y+9 et {y=y+3z.
63(X7y7 >_Z Z=z

(¢1,02,¢3) est une base de I'espace d&aldeE.
Onaq(X,y,Z) = 2x2 — 9y? + 72 donc siP € M3(R) tel que

/

X X
y | =Pty
y4 z

alors les vecteurs de composantes les colonnd3fdement une base orthogonale par rappogt a
Une base orthogonale par rapport| &st donc(vy,V2,Vv3) ol vy = (1,0,0), vo = (1,1,0) et vz =
(_4/97 _4/97 1)

Exemple 3. SoitE = R3,
ax,y,z2) = X24xy+xz
2 2
= (x+3y+32) —(3y+32)
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Soitf1(x,Y,2) = X+ 3y+ 3z

62(X7ya Z) = %y_l— %Z
On choisit la forme linéairés telle que la famille(¢1, 2, /3) soit une base de I'espace di&l deE.
Soit

3(X,y,2) =z
Posons 1 1
X =X+ 35y+ 52
Y =3y+3z
Z=z

Onaq(X,y,Z) = x?—y? donc siP € M3(R) tel que

0)+()

les vecteurs de composantes les colonndafdement une base orthogonale par rappayt@ne base
orthogonale par rapportgest donqvi, v2,v3) ouvy = (1,0,0), vo = (—1,2,0) etvg = (0,—1,1)

3.2.2 Exemple 2 : Forme quadratique sans carrés

Exemple 4. SoitE = R*,

ax,y,z) = Xy+xz+yz+zt
= (x+2)(y+2)—Z+zt
2
= Z(X+2z+y)2—3(x—y)?— (z— 3t)" + 3t
Soient
gl(X,y,Z,t) = X+22+y
(X, Y,2t) =X—Yy
l3(x,y,z,t) =z— it
la(x,y,zt) =t

La famille (¢1,¢2,¢3,¢4) est une base de I'espace d&dldeE. Posons

X =X+2z+y
y =x-y
Z,:Z—ﬁt
t/ =
Ona 1 1 1
_ A2t 2 L2
QXY Z) = 32— 5y2 72+t
donc siP € M4(R) tel que
X X
Y | _pa| Y
4 =P z
t/ t
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les vecteurs de composantes les colorfhé&arment une base orthogonale par rappagt Blne base
orthogonale par rapportgest alorgvi, v2, V3, v4) ou

1

V1= (5717070)7
1

V2 = <§a_17050)7

et

3.2.3 Exercices

Exercice 3.WIMS : Réduction de Gauss

3.3 Décomposition dans une base de vecteurs propres

Proposition 3.4. SoientB une base de E et g une forme quadratique sur E, notorsWhat(q, B),
alors il existe une base orthogonale par rapport a g formée par des vecteurs propres de M.

Démonstration.SoitB= (e, - -, &,) une base d&. On sait queM = Mat(q, B) est symétrique réelle,
donc il existeP € O(n) telle queP~MP =! PMP soit diagonale. AlorgPey,- - -, Pe,) est une base
orthogonale par rapportcg Il

Corollaire 3.5. Soit g: E — R une forme quadratique de signatufes) et B une base de E. Si
M = Mat(q, B), alors r est le nombre de valeurs propres positives de M et s est le nombre de valeurs
propres négatives de M.

Exercice 4.WIMS : Signature d’'une forme quadratique
Exercice 5.WIMS : Rang d’une forme quadratique

Proposition 3.6. Soit q: E — R une forme quadratique de signatufes).
1. g est positive—> toutes les valeurs propres de M sont positives.
2. g est définie positive=>- toutes les valeurs propres de M sont strictement positives.

3.4 Formes quadratiques équivalentes

Définition 3.1. Deux formes quadratiqueg et g, de E sont diteséquivalentess’il existe un auto-
morphismeu: E — E tel quegx = g1 o u.

Remarque 3.7.La relation binaire "équivalente" est une relation d’équivalence.

Proposition 3.8. SoientB une base de E ,;cetp deux formes quadratiques de E de matrices respec-
tives relativement a la bag®, A; et Ap. Alors, g etgp sont équivalentes si et seulement s'il existe une
matrice P inversible telle quexA=t PAP.
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Démonstration.Les formes quadratiques et gz sont équivalentes si et seulement s'il existe un
automorphismes de E tel queqy = g o u. NotonsP = Mat(u, B), soientx € E et X la matrice des
composantes dedansB. On a alors

R(X) = qu(x) <= XAX=(PX)APX=tX(PAP)X
— A =t PAIP

Nous admettons ce résultat qui caractérise deux formes quadratiques équivalentes.

Théoréme 3.9.Deux formes quadratiques sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme
signature.

Exercice 6. WIMS : Formes quadratiques équivalentes

4 Formes quadratiques sur un espace euclidien

4.1 Forme quadratique et endomorphisme autoadjoint
SoitE un espace euclidien dont le produit scalaire est roté.
Proposition 4.1. Soit u un endomorphisme de E. Alors I'application

b:EXE — R
(xy) = <u(x),y>
est une forme bilinéaire sur E. De plus b est symétrique si et seulement si u autoadjoint.

Théoréme 4.2.Soit q une forme quadratique sur E. Alors, il existe un unique endomorphisme autoad-
joint u de E tel que (x) =< u(x),y > pour tout x€ E et la matrice de u dans une base orthonormée
est celle de g dans la méme base.

Démonstration. 1. Existence : SoitB une base orthonormée & notonsM = Mat(q, B) etb la
forme polaire dey. Pour tousx ety deE, siX etY désignent leurs matrices des composantes
respectives on a,

b(x,y) =" XMY =! (MX)Y

car M est symétrique. I'endomorphismede E de matriceM dans la base&3, est autoadjoint
(Pourquoi ?) : En effet, sa matrice dans une base orthonormée est symétriquebet gh-a<

u(x),y >.
2. Unicité : Supposons gu'il existe deux endomorphismes autoadjoietts’ vérifiant

b(x,y) =< u(x),y >=< U'(x),y >
V(x,y) € E x E. Par conséquent,
ux)—u(x) eEt =0 VxeE.

D’ou,
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4.2 Bases orthonormées, orthogonales par rapport@

Théoreme 4.3.Soit q une forme quadratique de E. Il existe une base orthonormée de E orthogonale
par rapport a q.

Démonstration.Soit u 'endomorphisme autoadjoint associ€.20n sait queu est diagonalisable et

il existe une basé& orthonormée d& formée par des vecteurs propresudéa matrice deu dans la
baseB, qui est aussi d’aprés la remarque précédente la matrigelaes la méme base, est diagonale,
d’ou B est orthogonale par rapporga Il

Remarque importante 1. Soient g une forme quadratique de E&une baseorthonorméede E,
notons M= Mat(q, B). Pour déterminer une base orthogonale par rapport a g et orthonormée par
rapport au produit scalaire<, >, il faut absolument considérer une basghonorméede vecteurs
propres de la matrice M. Par contre, pour avoir juste une base orthogonale par rapport a g, on peut
utiliser la réduction de Gauss.

Exercice 7. WIMS : Bases orthogonales

5 Application : Coniques du plan affine euclidien

Dans cette partie on va donner aux coniques qui sont bien connues géomeétriquement, un aspect
algébrique et on va les définir a partir des formes quadratiques.
Rappel : Une conique est la courbe obtenue en coupant un céne par un plan.

5.1 Définitions

Soit (£, E) un espace affine euclidien de dimension 2 muni d’'un repére orthon®rméO, i, j)

On noteX = ( § ) la matrice des coordonnées d’un pdihtde E.

Définition 5.1. Une conique de E est le sous-ensembi@ de ‘£ défini dans®_ par une équation du
type
ax +bxy+cy? +dx+ey+f =0

ou(a,b,c) e R3\ {(0,0,0)} et d,e fcR. Onnoteqlaforme quadratique s définie par

—

q(OM) = q(xi +yj) = a + bxy+ cy?

b
a =
(% ¢)
2
Wi +yj) = dx+ey
de matriceB = (d, e) La conique admet donc pour équation

A sa matrice

et la forme linéaire sug

q(OM) + y(OM) + f = 0.
L'équation de la conique s’écrit aussi

XAX+BX+f =0.
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5.2 Forme réduite d’'une éguation de conique
Soitu 'endomorphisme autoadjoint detel que
Vv e E,@(v) =< u(v),v>

Commeu est autoadjoint, il est diagonalisable dans une p@se>) orthonormée de vecteurs propres
associés aux valeurs propres respectivesp de u. Dans le repéreR’ = (O,v1,V2), on note(xX,y)
les composantes dé, alors il existeBy, B2, f € R tel que une équation dé dans®’ soit

AX2 +py? — 2BiX — 2By + f = 0. 1)

Cette forme d’équation est appelée réduite de la conitjue

5.3 Centre de symétrie d’'une conique

Définition 5.2. Soitw € £ et S, la symétrie centrale d& de centrew, on dit quew estcentre de
symétrie de(, si pour tout poinM de ¢, M’ = S,(M) appartient &.

Nous allons donner maintenant une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point du plan
soit le centre de symétrie d’'une conique.

Proposition 5.1. Soitw un point de coordonnéeg X ( ;g ) dansZ®. Les assertions suivantes sont

équivalentes
1. westcentre de symétrie d€

2. AXg=—3
2axp+by+d = 0
3. (S){ bXo+2cyo+e = O

Démonstration.Soit Ky le repére(w, i, j), un pointM de coordonnéeX¥ dans®_ a pour coordonnées
Y = X — Xp dansRy. On détermine une équation dedans®g ainsi :
Me(C < AX+BX+f=0
— Xo+Y)AXo+Y)+BX+Y)+f=0
< YAY+ (2XA+B)Y +' %A% +BX+ f =0
Donc une équation d€ dans®p est

YAY+ (2 XA+ B)Y +' %A% +BXo+ f =0 (2)
D’autre partM’ = S,(M) a pour coordonnéeé = —Y dans®p. On a donc
YAY 4+ (2%0A+ B)Y + X0AX + BXo + f

='YAY— (2%X0A+ B)Y +'XoAXy+ BXg + f
Side plusM € C alors

YAY 4+ (2%0A+B)Y +1X0AX% +BXo+ f =0

ce qui est équivalent a
(2'%A+B)Y =0
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Donc, dants ce cas est centre de symétrie @esi et seulement $¥’ appartient & si et seulement
SIAXy = —l23, c’est-a-dire coordonnée par coordonnée

2ax9+by+d = 0
bxo+2cyp+e = 0
]

Remarque 5.2. 1. Il existe un unique centre de symétrie de la conigus et seulement si A est
de rang2, c’est-a-dire si g est non dégénérée.
2. Dans le cas ou g est dégénéree, le systeme (S) n’est pas de Cramer et la qdmgupas
nécessairement un centre de symeétrie.

Proposition 5.3(Equation réduite dg). 1. Il découle immédiatement de la proposition préce-
dente quew est centre de symétrie desi et seulement si I'équation dqeédans®y est

YAY -+ XoAXo+ BXg+ f = 0.

2. On note(X",y”") les composantes de M dans le rep®& = (w,V1,V>), alors I'équation deC
dans®” al'une des deux formes suivantes :

A2 4uy24+h=0 ou AX'Z—2By" +h=0. (3)

Sans perte de généralité, on supposelqxed dans tout ce qui suit.

5.4 Classification des coniques

Soit C une conique d'équatidr] 3 dans un rep@re= (w, V1, V), w est donc le centre de symétrie
de C. On noteq la forme quadratiquaX? + pY?. Nous allons classifier les coniques suivant le rang
de la forme quadratique associée ou encore suhNgntp, et 3.

Théoreme 5.4. 1. Si le rang de g est €gal 4 alors C est une ellipse ou une hyperbole ou la
réunion de deux droites.
2. Sile rang de g est égal Aalors C est une parabole ou la réunion de deux droites ou un point.
Démonstration.Premier Cas : Cas ou la forme quadratiqupest non dégénérée c’est-a-direjrg
2.
Commeq est non dégénéreée alors le produit des deux valeurs prapgs est non nul. Soit
w <%, B—ﬁ) le centre de symétrie d@ Dans le repér&” = (w,Vi,V2),I'équation deC est

AXZ 4+ uY?+h=0.

D'ou,
C'X2+Y2+ h =0
B T T
A M

2__ 2__ . , . 7 .
en posama%‘h‘ etb|;u||h|, on obtient I'équation équivalente

X% Y2
?‘f’s?‘f’szo

avece, ¢ € {—1,1}.
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Deuxieme Cas :Dans le cas ou le rang de la forme quadratiqest 1.
On aAp = 0. Supposona # 0 ety = 0. L'équation deC dans le repér&’ sera alors

AX? —2BoY' — 2B X'+ f = 0.

Dans le repér&Rg I'équation deC sera

!/
A (x’2 - 28;—;5) —2BoY'+f=0.

Soitw (%,0) ; dans le reper®” = (w, Vi, V2), I'équation deC est
AX?—2B2Y +h=0
O

Les résultats géométrigues du théoréme précédent sont récapitulés dans les tableaux suivants.

5.5 Tableaux récapitulatifs
Les tableaux suivant récapitulent les différentes formes réduites dégénérées et non dégénérées de
la conique qui a pour équation
AXZ 4+ uY?+h=0.
5.5.1 Casd'une ellipseXu > 0)
5.5.2 Cas d'une hyperbole X < 0)
5.5.3 Cas d'une parabole

Dans ce cas la conique a pour équafitt — 2B,Y +h=0

5.6 Exemples et exercices
Exemple 5. Dans I'espace affine euclidien usi®d, on considére la coniqué d’équation
Ox% — 10xy+ 4y* = 36.

Soit la forme quadratique
q(x,y) = 9% — 10xy+ 4y>.
Ona )
5 11
ax,y)=9 (X— §Y> + 33’2
donc la signature dgest(2,0) et alorsC est une ellipse.
L’endomorphisme autoajointdeR? tel que
q(v) =<u(v),v> WveR?

a pour matrice dans la base canonique
9 -5
-5 4 )
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Les valeurs propres dgsont



3—
A= 1355 oty — 1855
et
u=(2)1-5

et
up=(2)1+5

sont des vecteurs propres associ@sraspectivementi Les axes de symétrie d@ sont les droites
passant par I'origine de vecteurs directeurs respactiés us.
Exercice 8. WIMS : Invariants d’'une conique

Ce cours a été préparé dans le cadre du projet européen TEMPUS CD-JEP-31147-2003, intitulé
"Mathématiques Assistées a I'Ordinateur et Modélisation" et qui entre dans la rubrique Multimé-
dias dirigée par Marie-Claude David et Bernadette Perrin-Riou, enseignants-chercheurs a I'université
Paris-Sud.
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