RESOLUTION NUMERIQUE DE LEQUATION f(x)=0
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Ce document destiné a des étudiants de licence explique quelgques méthodes permettant de trouver
numériqguement les zéros de fonctions d’'une variable réelle.

1. INTRODUCTION

1.1. Préambule. L'étude générale des fonctions a variables réelles nécessite de temps a autre la
résolution d’équations de typigx) = 0. Autrement dit, nous sommes amenés a trouver les zéros de
fonctions non linéaires, c’est-a-dire les valeurs réalléslles que

f(a) =0,
ou, ce qui est équivalent, a résoudre une équation de type
g(x) =x.

1.2. Exemple motivant : équation d’état d’'un gaz. On veut déterminer le volumé occupé par un
gaz de températurk et de pressiomp. L'équation d’état (c’est-a-dire I'équation qui lgV etT) est :

N 2
p+a(\7>

oua etb sont deux coefficients dépendants de la nature duNjsnombre de molécules contenues
dans le volumé/ etk la constante de Boltzmann. Il faut donc résoudre une équation non linéaire
d’inconnueV. Ceci revient a trouver les zéros de la fonction :

N 2
pa(y)

Dans le cas le plus général, il s’agit de résoudre une équation non linéaire dont on n’est pas capable
de trouver une solution exacte. Dans ce cas, on dispose de quelques méthodes numériques exécutables
sur des logiciels comméJatlab, Maple Scilabpour approximer la solution exacte. Ces méthodes
numeriques sont toutes basées sur la construction d’'une (sHjigy convergeant vers un réel
vérifiant f (a) = 0.

Dans ce document, nous allons traiter quatre méthodes : la méthode de dichotomie, de point fixe,
de Newton, et de Lagrange. Pour le faire, nous avons besoin de quelques rappels d’analyse.

(V —Nb) =kNT

f(V) = (V —Nb) —kNT.

1.3. Rappels d’analyse.Une équation de typ&(x) = O peut étre écrite d’'une maniere équivalente
sous la forme deg(x) = x. La fonctiong est une fonction dépendante dlenon unique comme le
montre I'exemple suivant :

Exemple 1. Si f(x) = sin(2x) — 1+ x = 0, la fonctiong peut étre
g(x) =1-sin(2x), xe R
ou
g(x) = %Arcsin(l— X), 0<x<1

Les instructionsMatlab suivantes permettent de tracer les représentations graphiques de ces fonc-
tions, y compris celle de la droite= X :

Code Matlab 1. x = [0:0.001:1];

f = inline('sin(2*x)-1 + x');

gl = inline('1-sin(2*x)’);

g2 inline(’1/2* (asin(1-x))");

h = inline('x’);

PlOt(X/ f(X)I ’__-b’/ Xy gl(X>/ ,_-b’/ Xy 92(X)/ ,__b’r Xy h(x)llb,);
legend (' f’, ’'y=1-\sin(2x)’, 'y=1/2* (Arcsin(1l-x))', 'y=x");
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grid on;
ylabel ("y(x)");
xlabel ('x");

f
= - = y=1-—sin(2x)
cadl y=1/2(Arcsin{1—x)) | |
— y=x
_10 071 072 073 07-1- 0.5 076 07? a8 079 1

x

On voit bien quef admet un unique zém < [0, 1] et que les graphes des fonctions
y=X, y=1-sin(2x), ety =1/2(Arcsin1—x))
se coupent efa, a).
1.3.1. Point fixe.
Définition 1. Un réell € [a, b] est ditpoint fixed’'une fonctiong : [a, b] — R si
g(l) =1

1.3.2. Multiplicité d’'une racine, fonction contractante.
Définition 2. Soit p un entier etf une fonctionp fois dérivable.

(1) On dit quea est un zéro dé de multiplicitép si

fla)=fP@)=...=fPD@)=0 et fP(a)£0.
(2) Un zéro damultiplicité 1 (respectivement 2) est appeléaéro simpldrespectivemerdoubls.

Définition 3. Soitk € |0, 1[. Une fonctiong : [a, b] — R est ditefonction contractantele rappork
Si

VX yea b, |g()—gy) <kx—yl
Remarque 1. (1) Soitg e CX([a, b]). Si
Ig(X)| <1, Vx€ [a b,
alorsg est contractante sia, bJ.

(2) Une fonction contractante est continue.
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1.3.3. Théoreme de point fixe.

Théoréme 1.Soit g: [a, b] — [a, b] une fonction contractante de rapport k. Alors g admet un unique
point fixe le [a, by.

De plus, pour tout choix deyx [a, b], la suite définie parx.1 = g(xn), Vn > 0 converge vers | quand
n— oo,

Preuve 1. Etape 1 :Existence de | et convergence de la suite
Remarquons d’abord que(@, b)) C [a, b] ce qui implique que la suitg,) est bien définie. Soijpx
dans[a, b] et ;11 = g(Xn), ¥n > 0. Nous allons montrer :

(1) (xn) est de Cauchy (donc convergente, @@rb] est complet)
(2) X» — | quand n— +o0, ou | est un point fixe de g.

Par hypothése, on sait que
VN2> 1, X0 —Xn+1| = [9(%n—1) — 9(X%n)| < K[Xn—1— Xa|.
Par récurrence sur non obtient :
X0 — Xn+1| < KXo —X1], ¥Yn>0.

Soitn>0etp>1 onadonc:

’Xn+p—xn‘ < |Xn+p—Xn+p—1’+"'+|Xn+1_xn
p
< Z|Xn+q—xn+q—1|
g=1
p
() < TR —xg
&
< |xa—Xo| K" (1+K+---+kP1)
n
< |X1—%|———0 quand n— 4o cark<1

1-k

La suite(x,) est donc de Cauchy dafes b| qui est complet et par conséquéryt) converge vers une
limite | quand n— +c. Comme la fonction g est contractante, elle est continue, et do@¢ g—
g(l) quand n— +oco. En passant a la limite dans I'égalité ;x1 = g(xn), on en déduit que+ g(l),
c’est a dire que | est un point fixe de g.

Etape 2 :Unicité

Soient | et |, deux points fixes de, gonc b = g(l1) et b = g(l2), alors |g(l1) —g(l2)| = |l1 — 2| <
kll1 — 12| ; comme k< 1, ceci est impossible sauf gi+ |5.

Remarque 2. Si g est une application vérifiant

{ 9([a, b]) C [a, bl
g (x)| <1, Vx € [a, b

alors la suite définie pat, 1 = g(X»), VYnh > 0 converge vers I'unique point fidedeg sur[a, b] pour
tout choix dexg € [a, b]. De plus en faisant tendgevers l'infini dans(x) et en gardant, on obtient :

n

K
Xn — 1] < |Xg —Xo|—, Vn€ N aveck = max |¢ (X)|
1-k x<[a, b]
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1.3.4. Fonctions convexes.
Définition 4 (fonction convexe) Une fonctionf : 1 ¢ R — R est dite convexesur | si
VA€ [0, 1], ¥x, yel, F(AX+(1—A)y) <AF(X)+ (1—-A)f(y)

Si l'inégalité est strictef est ditestrictement convexe
Proposition 1. Sil = [a, b], a €]a, b[ et f: | — R convexe, alors la fonction

Py 1 X — Py(X) = Tx) = (a) (x))(_;(a)
est croissante sur\[{a}.
Proposition 2. Si f: 1 ¢ R — R est deux fois dérivable, alors :

f” > 0= fconvexe

f” > 0= f strictement convexe
Définition 5. On dit quef : 1 C R — R estconcavesur | si(—f) est convexe sur.
1.3.5. Vitesse de convergence d’une suite.
Définition 6. Soit (X,)ney UNE Suite convergente vers On appelleordre de convergenage la suite
(Xn) le réel fini ou infinir > 0 défini par :

X1 —a
r:sup{se R, telque lim M<oo}

N—-> 400 |Xn — G|s

(1) Sir =2, on dit que la convergence (&,) est quadratique
(2) Sir =3, on dit que la convergence (&,) est cubique

(3) Supposons que l'ordre de convergence de la gifeestr = 1 et que :

. X —a
lim ‘ n+1 ’
N—+00 |Xn_ (X’

(@) Si0< k< 1 on dit que la suitéx,) est a convergencénéaire.

=k<1

(b) Sik =0 on dit que la suitéx,) est & convergencsuper-linéaire

(c) Sik=1 on dit que la suitéx,) est a& convergencégarithmique
Exemple 2. Soita € R7,.. Soit la suite récurente,)nen définie par

X = 3
Xn+1 = O(Xn)

() =12 (x+2)
99 =3 x/
La suite(x,) converge vers/a et son ordre de convergence est égal a 2. En effet :

Xni1—V@  Xa+a—2y/ax .
(%= V3?2 2%~ a)2n 2\/a

Xny1— /@

(X —v/@)3

avec

gquandn — oo

et
— 400 quandn — +oo
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1.4. Critere d’arrét pour la résolution numérique de f(x) = 0. Une fois construite la suitéx)
convergeant vers vérifiagtl) = |, quand peut-on arréter les itérations de I'algorithme numérique si
I'on désire déterminer une valeur approchéé deec une tolérancefixée a I'avance. Un bon critére
d’arrét est lecontréle de I'incrément

(1) On constate la convergence : les résultats numériques se stabilisent.
(2) On s’arrete a l'itératiomg si on peut montrer théoriquement que :

YNn>no, |[Xpr1—Xn| <€

Exemple 3. Soit f(x) = x> — 4x+ 1. On vérifie quef admet 3 racines réellel € [-2.5,—2] |5 €
[0,0.5] et |3 € [1.5,2] en posant

x3—4x+1_ 231

a(x)

X2 -4 X2 -4

Un simple calcul donne les valeurs suivantes :
X0 -2 0 2
X1 -2.125 0.25 1.875
X2 | -2.114975450 0.254098301 1.860978520
X3 | -2.114907545 0.254101688 1.860805871
X4 | -2.114907541 0.254101688 1.860805853
Xs | -2.114907541 0.254101688 1.860805853
Xs
X7
X8

On constate que les valeurs nuériques se stabilisent et on a alors les valeurs approighéestdle
a environ 10° prés.

2. METHODE DE DICHOTOMIE
2.1. Principe. Considérons une fonctiohcontinue sur un intervallg, b]. On suppose quéadmet
une et une seule racimedans|a, b[ et quef(a).f(b) < 0. On note
oo Bt
2
le milieu de l'intervalle.
(1) Si f(c) =0, c’estlaracine dd et le probléme est résolu.
(2) Si f(c) # 0, nous regardons le signe déa).f(c)
(a) Sif(a).f(c) <0, alorsa € |a, c[
(b) Sif(c).f(b) <0, alorsa € |c, b
On recommence le processus en prenant l'intervalle] au lieu defa, b|] dans le premier cas, et
I'intervalle [c, b] au lieu defa, b] dans le second cas. De cette maniére, on construit par récurence sur
n trois suitega,), (bn) et(cy) telles queag = a, bg = b et telles que pour tout > 0,
(1) cn= o —; b
(2) Sif(cn).f(bn) < 0alorsan;1 = ¢y etbpys = by.
(3) Sif(cn).f(an) < 0 alorsan,1 = an etbyi1 = Cy.
L'algorithme ci-dessus s’appelle I'algorithme dighotomie
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2.2. Etude de la convergence.

Théoréme 2.Soit f une fonction continue sia, b, vérifiant f(a). f(b) < O et soita € [a, b] 'unique
solution de I'équation fx) = 0. Si I'algorithme de dichotomie arrive jusqu’a I'étape n alors on a

I'estimation :
< b—a
o —cp| < ST

Par conséquent, la suitg,) converge versl. C’est aussi vrai s{c,) = a.
Preuve 2. Il suffit de remarquer qu’a chaque itération, on divise l'intervalle par deux.

2.3. Test d’arrét. Pour que la valeur de&, de la suite a la-ieme itération soit une valeur approchée
dea ae > 0 pres, il suffit quen vérifie :

b—a

2n+1 -

Onaalors:

b—a
’a‘—cnfﬁ'éﬁ;ffif

ce qui permet de calculer a 'avance le nombre maximya N d’itérations assurant la précisian

_ lo b-a
—<s<:>b—a§2“+1<:>nz 9%

€ log(2)
Exemple 4.0n considere la fonctiofi(x) = exp(x) + 3y/x— 2 sur l'intervalle[0, 1]. Le code Matlab
suivant trace le graphe de

Code Matlab 2. x = [0:0.001:1];

f = inline('exp(x)+3*sqrt (x)-2");
plot (x, f(x))

grid on;

ylabel ("f(x)');

xlabel ("x");

title('graphe de £');

graphe de f{

i I ! L i 1 I
a a1 oz a3 0.4 a.5 a.8 a7 [ -] 0.9 1
x

La figure montre qué admet un unique zém < [0, 1]. Si on veut utiliser la méthode de dichotomie
pour estimen & une tolérance = 10719 prés, il nous faut au plus 33 itérations. En effet, la sQit¢
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qui approchex vérifie

1
|Xn_a|§W
et

_ log(10)
<1010 >
2n+1_10 = n_lolog(Z)

Vérification numérique Le code Matlab suivant permet de calculer la valeund®cessaire pour
atteindre la précision = 1010 en choisissard = 0 etb = 1.

—-1~33

Code Matlab 3. g = inline("exp(t) + 3*sqrt(t)-2');
Nit = 0;

epsilon = le-10;

borneinf = 0;

bornesup = 1;

pmilieu = (borneinf + bornesup)/2;
while and(g(pmilieu) ~= 0, (bornesup-borneinf) >= epsilon )
Nit = Nit+1;

if g(pmilieu)*g(borneinf) < 0
bornesup = pmilieu;
else
borneinf = pmilieu;

end

pmilieu = (borneinf + bornesup)/2;
end
pmilieu
g(pmilieu)
Nit - 1
n_{th\’eorique} = 10*1log(10)/log(2) - 1
Résultats

a =0.0910

f(a) =—-8.9593—-12

Nhumerique= 33

Ntheorique= 10+109(10)/log(2) —1=322193

Exemple 5. Si nous reprenons I'exemple précedent avec la fondtioh = 10x — 5, nous obtenons
les résultats suivants :

o =0.5000

f(a)=0

Nnumerique= 0

Ntheorique= 10% log(10)/log(2) —1= 322193

On voit alors qu’on atteint la racine sans aucune itération, ce qui montre contrairement a I'exemple
précédent que la majoration du théoréme ci-dessus est parfois assez large.

Exercice 1.WIMS : Méthode de dichotomie

3. METHODE DE POINT FIXE

3.1. Principe. Le principe de cette méthode consiste a transformer I'équétion= 0 en une équa-
tion équivalentey(x) = x ou g est une fonction auxiliaire "bien" choisie. Le pomest alors unpoint


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U3/analysis/oefzeros.fr&exo=Bissection&cmd=new&cmd=new
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fixe deg. Approcher les zéros derevient a approcher les points fixesgld_e choix de la fonction

g est motivé par les exigences du théoreme de point fixe. En effet, elle doit étre contractante dans un
voisinagel dea, ce qui revient a vérifier qug/ (x)| < 1 sur ce voisinage. Dans ce cas, on construit
une suite(Xn) .y définie par :

Xo dans un voisinagedea
\V/ n Z 07 XrH-l - g(Xn)

Il ne reste plus qu’a appliqudocalemente théoreme de point fixgour démontrer que

n—-s-+foo
C’est I'objet du paragraphe suivant :
Exercice 2. WIMS : Méthode de point fixe

3.2. Point attractif.

3.2.1. Théoreme de convergence.

Théoréme 3.Soit g: | = [a, b] — [a, b] de classe”!. On suppose que g admet un unique point fixe
a € [a, b] vérifiant|g'(a)| < 1. Alors il existe un voisinagesMlea dans | tel que la suitéx,) définie
par :

X0 € Vu
Xnr1= 0(Xn), VN>0

converge Vers.

Preuve 3. Commelg'(a)| < 1, il existe k+ 0 tel que|d'(a)| < k < 1. De plus, §est continue sur |
donc il existe un voisinageyV= [a —h,a +h] C | (h> 0) tel que

VX € Vy, |d(X)| <k< 1.

Donc g est k-contractante sugVEN particulier, dx) € I. Le théoréeme de point fixe appliqué locale-
ment a g dans le voisinagg mplique que

VXOGV(}7 nmmxn:a

Définition 7. Le réela vérifiant les hypotheses du théoréme précédent est ajpoahé fixe attractif
deg et le voisinage/y correspondant est dintervalle de convergenceée la méthode d’approxima-
tion.

3.2.2. lllustration graphique.

Code Matlab 4. x = [1.3:0.001:2.3];
plot(x, log(x)+1.1, '-', x, x, "—--")

grid on;
ylabel ("y');
xlabel ("x");

title('Cas d’’un point fixe attractif’);


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U3/analysis/oefzeros.fr&exo=PointFixe&cmd=new&cmd=new
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Cas d’'un point fixe attractit

=18 L e -
L - —
- = /, —
¥ i
1.6 :_f-J/L‘ -
1.5 /(//_l
1.4 /{}/ 4
/__’/
-
1.3 -
13 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 21 2.2 2.3
CL x, X x x x
4 3 2 1 (0]

3.2.3. Intervalle de convergence.

Proposition 3. En pratique, un intervalle de convergencgpéut étre calculé comme suit :
(1) Sio < d'(a) < 1, prendre comme intervalle de convergence

Va = [Bv V]
contenant tel que
0<d(x) <1, vxe[B, Y.
(2) Si—1< d(a) <0, prendre comme intervalle de convergence

tel que
—1<g(x) <0, vxe [B, g(B)]-
Preuve 4. (1) Casde0 < d(a) < 1. D'apres la continuité degil existe[B, y|] contenant tel
ue
! 0<d(x)<1,vxe[B, Y.
On a alors
a([B, ) € [B, V-

En effet, comme g est croissante fhry], ona:

a([B, Y1) = [9(B), a(y)]-

D’autre part, on a

a—g(B) =9g(a) —g(B) = (a—PB)g'(§). & €IB, V[-
Comme (&) € [0, 1],
0<a—g(B) <(a—P)
ce qui donne ) > . Donca — 3 > 0.
De plus,
g(y) —a=g(y) —g(a) = (y—a)g'(v), v €a, y].
Comme gv) € [0, 1],
0<g(y)—a<(y-a),
ce quidonne gy) <Y.
Dot g([B, ¥]) C [B, V|- De plus:
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— si X < 0, alors (x,) est croissante convergeant vers
— si X > 0, alors (xn) est décroissante convergeant vars

(2) Casde-1<d(a) < 0.D'apres la continuité de’gil existe un voisinagé3, y] dea tel que
-1< g/<X) < 07 VX € [B? y];

ety = g(B). Les réelsy et B sont nécessairement de part et d'autreale B < a <y ou
y<a<p.
En effet,on a

y—a=g(B)—g(a)=(B-a)d'(§), £ <], al.

Comme §&) €] — 1, 0], y— a et3 —a sont de signes contraires, ce qui prouve le résultat.
Montrons que sixe [B, |, alors

Xn € [B, Y], YneN.
On suppose quB < y;on ax < [B, Y|, ce qui implique qu@ < Xo, puis que
y=9(B) > g(x0) = x1.

D’ou x1 € [B, Y. Soit ne N, en supposant que;et x,_1 appartiennent 33, y|, on montre de
la méme fagon que

Xn+1 € [B7 y]
On conclut donc que

vYneN, x, € [B, Y]

Remarquons finalement qaeest toujours entre deux termes successifs de la 64jjeOn
dit que (xn) encadre |. Par conséquent|sh — xn—1| <€, [xp—a| <.

3.3. Point répulsif.

3.3.1. Théoreme de non-convergence.

Théoréme 4.Soit g: | = [a, b] — [a, b] de classe”t. On suppose que g admet un unique point fixe
a € [a, b] vérifiant|g'(a)| > 1. Alors il existe un voisinageMlea dans | tel que la suitéx,) définie
par :

X0 € Vo \ {0}
Xnr1=0g(%); ¥n>0
ne converge pas vers
Preuve 5. Commexlima ‘w = |d/(a)] > 1, il existe un voisinagey/= [0 —h,a+h] C I,

avec h> Otel queV x € Vu \ {a}, |g(x) —a| > [x—al. Donc(x,) ne converge pas vers

Définition 8. Le réela vérifiant les hypothéses du théoréme précédent est aoate fixe répulsif
deg.
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3.3.2. lllustration graphique.

Code Matlab 5. x = [1: 0.0001:2];
plot (x, exp(x)-2, "=, %, x, "--")

grid on;
ylabel ("y');
xlabel ("x");

title('Cas d’’un point fixe repulsif’)

Cas d'un point fixe repulsit

y=exp(x)—2 —/’

3.3.3. Remarque sur la convergence.
Remarque 3. Lorsquea est un point répulsif dg, celle-ci devient bijective au voisinage deet
—1\/ 1 , . . . . 1 .
|(g ) (0()\ = g@n < 1. Par conséquent le poiatdevient un point attractif poug—. En effet :
|d(a)] >1 = d estde signe constant au voisinageode
— (g strictement monotone au voisinageale
Exercice 3. WIMS : Différents types de points fixes
3.4. Point douteux.

Définition 9. Soitg: | = [a, b] — [a, b] de classe&™* pour laquellex est un unique point fixe vérifiant
|d'(a)| = 1. Alorsa est appel@oint douteuxdeg, car il peut étre attractif ou répulsif comme le montre
les deux exemples suivants :

. . e . Tt m
Exemple 6. Soit la fonctiong définie paig(x) = sinx, X € [O, E} .Onavxe } 0, ﬂ , Sinx < x et pour

toutxg € ]O, E] , la suite itérédx,) définie parx,+1 = g(X,) est strictement décroissante minorée par
0 donc convergeant vers une limite Commeg est continue et qua = g(a), a = 0 est l'unique

point fixe deg sur [0, g} .

lllustration graphique

Code Matlab 6. x = [-pi/2: 0.0001:pi/2];
g = inline(’sin(x)’);
PlOt(X/ g(x), =", %, %, ")

grid on;


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U3/analysis/oefzeros.fr&exo=TypesPointsFixes&cmd=new&cmd=new
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ylabel("g(x)");
xlabel ('x");

axis on;
title('graphe de g’);

graphe de g

Exemple 7. Soit la fonctiong(x) = sinhx , x € [0,+c0]. On a sinkx > x et pour toutxy € |0, +oo[, la
Suite itérée(x,) définie pamxn+1 = g(Xn) est strictement croissante et non majorée donc divergente.
Par conséquent, le point fixe= 0 deg est répulsif.

lllustration graphique

Code Matlab 7. x = [-1: 0.0001:2];
g = inline(’sinh(x)’);

plot(x, g(x), "—=', %, x, "=")
grid on;

ylabel ("g(x)");

xlabel ("x");

axis on;

title('graphe de g’);

graphe de g

-1 —0.5 a a.5 1 1.5 2
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Exercice 4.WIMS : Point douteux
3.5. Ordre de convergence.Soita un point fixe dey.

Remarque 4. Si g/(a) = 0, on sait quex est un point attractif. Si de plupest de class€? surl et
qu'il existeM > 0 tel que|g”(x)| < M, pour toutx dans un voisinag¥y dea, la formule de Taylor
nous permet d’écrire :

gx) = g(a)+(x—oa)d(a)+ d’(c) avecce€]a, X|

= g Ox—a)

. 1 : .
d'ou|g(x)—al| < EM Ix—a|? avecM = sup} g’ (x) ] et la suite(x,) est alors convergente a convergence
xel

au moins quadratique (voir introduction).
Nous allons maintenant présenter un résultat simplifié concernant I'ordre de la méthode de point fixe.

Théoréme 5.Soit g: | = [a, b] — [a, b] de classeC™, avec me N. On suppose que g admet un
unique point fixex € [a, b] vérifiant|g'(a)| < 1. Il existe alors un voisinageea dans | tel que la
suite itérégx,) définie par :

X0 € Vu
Xnr1=0(Xh); Yn>0
est convergente vers De plus, I'ordre de convergence @&,) est égal & m si et seulement si

(9= g™ V(@) =0
g™ (a) #0

Preuve 6. L’existence de ¥ dea est assurée par le théoreme de convergence pour un point attractif.
La formule de Taylor appliquée a la fonction g au paind I'ordre m donne : il existe un réelaans
I'intervalle (x,, o)

/ g(m—l) ) m—1
X1 = 9(a) +g(a) (n—a)+--- + (m=1) (X — o)™ "+
g™ (cn) PN
m 0
En raison des hypothéses faites suog obtient :
M (e
Xn+1 —o4+ g (rn()ln) (Xn _a)m
Enfin,
lim ‘Xn+1_a’ — g(m) (Cn> g(m) (G) < 400
n—+to [Xg—a|™  n—+te ml m!
et
im o=l o g

e gy —a ML el g —al


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U3/analysis/oefzeros.fr&exo=PointDouteux&cmd=new&cmd=new
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3.6. Test d’arrét. Comme nous avons expliqué dans l'introduction, la spitg converge vers un
réel a vérifiantg(a) = a. En fixant la tolérance on estime qu’on atteint la précisiandés qu'il
existeng € N tel que :

Xng+1 — Xno| < €
Néanmoins, la situation devient plus concreéte lorsgiuest négative au voisinage deEn effet :

Proposition 4. Soit g: [a, b] — [a, b] de classeC. On suppose que g admet un unique point fixe
a € [a, b] vérifiant —1 < d/(x) < 0 pour tout x dans un intervalle de convergengedé a. Soit la
suite(xn) définie par :

X0 € Vu
{ Xn+1=0(%); ¥n>0
Alors :
VNeEN, [Xnt1— 0] < [Xni1 —Xnl
Par conséquent, soifgrtel que|x,, —a| < €, alors x,, approchea a € prés.

Preuve 7. On applique le théoréme des accroissements finis & g eneeox Il existe alors g entre
Xn eta telle que :
9(xn) —g(a) = g'(cn)(Xn — 1)
ce quidonne :
X1 — 0 = g (Cn) (X0 — )
Comme gcy) <0, (Xp+1 — ) et (xn— a) sont de signes contraires.

o5+

04 n+1 (o4 n
o3t

oz

a1+

a '
a Q.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 o.7 o8 0.9 1

Finalement,
Xnt1 — O < [Xn1— Xn|

4, METHODE DENEWTON

4.1. Principe et convergence.La méthode de Newton est une méthode particuliere de poinEfige.
est basée sur 'idée de construction d’'une s(itg qui converge verst d’'une maniere quadratique.
Rappelons que d'apres le théorgme 5 st une application de, b] dans(a, b, on a les résultats
suivants :

(1) Sige c*([a, b)), g(a) #0, |g(a)| <1, etsivne N, x, # a alors

. X —
jim D=0l
nN—+00 ‘Xn_a’

|g'(a)| €]0, 1

et la convergence est linéaire.
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(2) Sige C?([a, b)), d(a) =0et¥neN, x, # qa, alors
; |Xn+l — G‘ 1 i
lim ——— ==|d"(a
n—s 00 ’Xn—a|2 2’9 ( )‘
et la convergence est au moins quadratique.
Poursuivons maintenant notre construction de la méthode de Newton. Consitiérery[a, b))
eta € [a, b tel quef(a) = 0. Posons
g(x) = x+h(x) f(x),
avech € C?([a, b)) tel que
h(x) # 0, Vx € [a, b].
Nous avons donc :
g(X) =x<= f(x)=0
Nous allons choisir qug (a) = 0, avec ceci, la méthode de point fixe appliqaédonne poukg € Vg

une suite(xp) convergeant vera d’'une maniére au moins quadratique (d’ordre supérieur ou égal a
2). Or

g(X) =1+h (X) f(X)+ f'(x)h(x)
et donc
g'(a) = 1+h(a) f'(a).
Il suffit donc de choisih telle que

1
"=
Ceci n’est possible que si
f'(a) #0
En résumé, st € C3([a, b]) est telle quef’(a) # 0 et f(a) = 0, on prench = 1 pour X assez

f/
proche de, et la fonctiong € 2 ([a, b]) définie par :

9(x) = x— ff ,(g())

vérifie g/ (a) = 0. Grace au théoréme 5, il existe un voisinggelea dans(a, b] tel que la suitex,)
définie par

X0 € Vu
f(Xn)
Xni1=0Xn) =Xn— Yn>0
n+1 g( n) n f/(xn>7 -
est convergente versde maniere au moins quadratique.

Remarqgue 5. La suite de Newton vérifie

f' (%) (Xn+1— %) = — f (Xn)
ou encore
(1) f (%) + f' (%) (Xns1—X%n) =0

Soit xg un point donné (proche d#). On considére la droitd qui passe par le poiri,, f(X,)) et
qui a comme penté’(x,). Elle a comme équation :

y='(%)(X—%n) + f (%)
D’apreés I'équation [lxn+1 est le point ou la droitd intersecte 'axeOx.
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4.2. lllustration graphique.

Code Matlab 8. x = [0.1: .001:3];

x0 = 2;

x1 = 2*(1 - log(2));

plot(x, x.~-1 -1, "=b’', %, —(1/x0)"2*(x - x0) + (1/x0 -1), '--b")
grid on;

ylabel ("y');

xlabel ('x");

title('Illustration de la methode de Newton’);

Mustration de la m'ethode de Newton

—2t

Exercice 5(Convergence locale de la méthode de Newt@®vit f : [a, b] — R une fonction de
classeC? admettant un unique zéro<)a, b de multiplicité 1.

(1) Montrer qu'il existen > 0 tel queVy = [0 —n,a+n] Cla, b[ vérifiantV x € Vi, f'(x) #0
X0 € Vy
Xn+1=0(%), VneN

: _ &1 1f7(a )
(2) Sion poses, = X, — o, montrer queéllinoo & " 27

m = |nf 1f/(X)]

XEVQ

et la suite(x,) définie par :{ est convergente vers

[En1] < —= . avec
& 2 my M, = sup |f"(x)|

XEVq

En déduire qu& n € N,

Exercice 6. WIMS : Méthode de Newton

Dans ce qui précede, nous avons supposé gue la forfclont nous sommes en train de chercher
le zéroa vérifiant
{ f(a)=0

f'(a) #0
autrement ditp est une racine simple de La question qu’on doit se poser maintenant est : que se
passe t-il quand est une racine dé de multiplicitt m> 2 ? Si on garde la méme foncti@hque
précédement, la méthode de Newton perd son caractére de convergence quadratique. En effet, on peut
écrire
f(x) = (x—a)™h(x) avech(a) #0


http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U3/analysis/oefzeros.fr&exo=Newton&cmd=new&cmd=new
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donc

B (x—a)™h(x) B (x—0o)h(x)
9(x) =x— m(x— o)™ h(x) + (x— )M (x) X= mh(x) 4+ (X — o) (x)
et lim X -0@ _, 1 #0

X—0a X—a m

ce qui impligue en terme de suite :
. Xn1 — O
lim M
n—-+4o |Xn — CX‘
Ceci se traduit par une convergence linéaire et pas du tout quadratique. Pour récupérer cette derniére,
on fait appel a la méthode de Newtonodifiée

< 00,

4.3. Méthode de Newton modifiée.On suppose ici que est une racine dé de multiplicitém> 2,
c’est-a-dire :

f(x) = (x—a)™h(x) avec h(a) # 0.
On suppose qué € C?([a, b]) et par conséquetitaussi. On définit alors la fonctianpar :

g(x):x—m:,(())(()).

Danscecasona:

lim =0
X—a X—0a
ce qui implique :
. Xpi1— O . —a
lim M:O et lim M<+w.
n—s oo \xn—a| n—s 4o ‘Xn_a|

. _ [X:1—0a]  h(a
Exercice 7. Montrer que |lim X1 2| = (a) .
N—s 00 |xn_q’ mh(O()

4.4. Théoreme de convergence globaleNous allons annoncer un résultat de convergence globale
(o est quelconque dans le domainefdeoncernant la méthode de Newton pour des fonctions ayant
une concavité déterminée (convexe ou concave).

Théoréme 6. Soit f: [a,b] — R de classa’? vérifiant :

(1) f(a)f(b)<O0

(2) f'(x) #0, Vxe [ab]

() f"(x)#0, Vxe [ab]
alors la suite(xn) définie par :

{ Xo € [a, b] tel que f(x) f”(xg) > 0

f(x
X+l = Xn — f/((xr:]))

est convergente vers

Preuve 8. Les hypothéses

f(a)f(b) <O

f'(x) £0, Vxe€ [a, b
implique qu'’il existe un uniquel € [a,b] tel que fla) = 0. Comme ¥ est de signe constant, on
distingue deux cas :
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(1) Si f"(x) > 0, V x € [a,b] (donc f(xp) > 0), alors,
(@) Si f(x) >0,Vxe[ablona:
{ f(x) >0, Vx€a, bl

f(x) <0,Vxela af
Comme fxp) > 0, alors x €]a, b|. Par conséquent,

"
90 =X o — g0 = 1)

Donc g est croissante sim, b|. D’'ou,

>0, Vxe€la, b

o < Xp== 0 =g(a) < g(X) =X = X €], b]

De plus,
f (o)
f’(xo)

0(Xo) = X1 =Xo— <Xo=0<X1 <X

Par récurrence, on obtient :
A< . SXngp1 SXn < SX2 <X <X
Donc
[Xnt1— 0| < [Xn—a
c’est-a-dire (x,) est décroissante minorée par. Donc (xn) est convergente. Comme
Xn+1 = 0(Xn) €t que g est continuéx,) converge vers l'unique point fixede g.

(b) Si f'(x) <0, ¥V xe€ [a,b] un raisonnement semblable au précédent implique(gsleest
croissante majorée pax.
Donc (x,) est convergente. Commg,x = g(X,) et que g est continue, on obtient que
(xn) converge verst I'unique point fixe de g.

(2) Si f’(x) <0, Vxe [a, b] (donc f(xg) < 0). Alors le raisonnement précédent, avec f remplacée
par (—f), implique que la suitéx,) est convergente vers

4.5. Testd’arrét. Une fois construite la suité,) convergeant vers vérifiantg(a) = a, et une fois
fixée la tolérance, nous cherchons le premier entigrvérifiant :

[Xno+1 — Xng| < €
Si on noteg, = x, — a 'erreur a l'itérationn, on a :
€n+1=Xn1— O = g(Xn) — 9(a) = g'(Cn)en
avecc, un réel entres, eta donné par le théoreme des accroissements finis et par conséquent :
X1 =% = (Xnp1—0) — (Xn—Q)
= €ht1—6n
= (d(cn) —Den
Or sin est suffisament grand,
g(cn) ~d(a)=0
et donc
€n ~ Xn+1— Xn.
L'erreur gu’on commet lorsque I'on adopte ce critére est donc plus petite que la tolérixoe.

X1 —Xn| = |d'(Cn) — 1| o —a|
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5. METHODE DELAGRANGE

5.1. Principe. La méthode de Lagrange est une variante de la méthode de Newton
Soit f € ¢*([a, b], R) ayant une convexité déterminée. Rappelons que pour calculer ua zéro
f par la méthode de Newton, on considére la spitgdéfinie par :

Xo proche den
f'(%n) (X1 —Xn) = = f (%), ¥n = 0

Dans certaines situations, la dérivéefdest trés compliquée voir méme impossible a calculer. Dans
ce cas, nous approchons la dérivée par un quotient différentiel. Ce que nous obtenons est appelée la
méthode de Lagrange

Xo, X1 proche dex

f(%n) — f(Xn—1)
Xn — Xn—1

Ici, X1 dépend de, et dex,_1 : on dit que c’est uneméthode a deux pasnous avons d’ailleurs
besoin de deux itérés initiaxg etx,.
L’'avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas le calcul de la dériviseonvénient est
gue nous perdons la convergence quadratique.

La fonctiong correspondante vérifie :

Xn—Xn-1
f(xn) = f(Xn-1)

Xn+1 = g(%n) = Xn — f(Xn)

5.2. Interprétation géométrique.

Code Matlab 9. x = [0: .001:2];

plot(x, x.72 -1, "-b")

grid on;

ylabel ("y");

xlabel ("x');

title('Illustration de la methode de Lagrange’);

lllustration de la methode de Lagrange

i i i i i |
[a] 0.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
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5.3. Convergence.Nous allons nous inspirer de I'exemple précédent pour présenter un théoreme de
convergence.

Théoréme 7. Soit f: [a, b] — R de classeC? telle que f et f’ soient strictement positives sur
[a, b]. On suppose que

f(a) <0, f(b)>0
et on appellex 'unique solution de I'équation (&) = 0. Alors :

(1) La suite(x,) telle que :

vn>0
est bien définie.
(2) La suite(x,) est croissante, convergeant vers
(3) La méthode de Lagrange est d’ordre au moins 1 :
. |Xn+1_a‘ f/(d)
I — =11 —
L W il Bt TPy

Preuve 9.0n pose ¥:1 = g(Xn) ou
_ xf(b) —bf(x)
= F )= 100
La fonction f est strictement convexe : sa courbe est en dessous de tout segment reliant deux points
de cette courbe. Donc f admet son unique zédans l'intervalle[a, b).

Comme fa) < Oet f(b) > 0, le réel x est'absisse de I'intersection de la droite passant @arf (a))
et (b, f (b)) et vérifie f(x;) < 0; de méme, fx2) < O et par récurrence on a

f(xn) <0, Yne N.
On vérifie que la suitéx,) est croissante majorée par donc convergente. Commgx = g(Xn) et
gue g est continue, la limite est 'unique point fixe de g. De plus,
Xnt1— 0
Xp — O
(la derniére égalité est obtenue en dérivant g au paint

_ |9) —g(@)
Xp — O

g = \1+<a—b>

Exercice 8. WIMS : Méthode de Lagrange
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7. EXERCICES

Exercice 9. On veut calculer les zéros de I'équation

f(x):lz‘—sin(x)+g—§’:o

: T : . , .
dans I’mtervalle[—z, } . Le graphe de la fonctioh est montré dans la figure suivante :

graphe de 1

1.5

-1 L 1 '
—2 =1 a 1 2 3 =+

(1) Peut-on appliquer la méthode de la bissection pour calculer les deux racines ? Pourquoi ? Dans
le cas ou c’est possible, estimer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour calculer le(s)
zéro(s) avec une toléranee= 1019, aprés avoir choisi un intervalle convenable.

(2) Ecrire la méthode de Newton pour la fonctibnA l'aide du graphe de la fonctioh, déduire
I'ordre de convergence de la méthode pour les deux zéros.

(3) On considére maintenant la méthode de pointXjxa = @(xx), avec

) = sin() + % (g : ?)

. 21 . _ . .
pour calculer le zéra > 0. En observant que < ?,n} , établir si cette méthode de point

fixe est convergente.

3
précédente, montrer gu’il existe une constante positive0 telle que

o , 21 . e s :
(4) En considérant encore le zénce [—,n et la méthode de point fixe introduite a la question

X1 — 0] <Clx—af
et estimer cette constante.

Exercice 10.0n veut calculer le zéra de la fonctionf (x) = x> — 2 en utilisant la méthode de point
fixe X1 = @(xx) suivante :

W
Xic+1 = Xk (1—5) + (%)3(1—w) + +2(w—1), k>0,

3(x«)?
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w € R étant un parametre réel.

(1) Pour quelles valeurs du paramétvée zéro de la fonctiorf est-il un point fixe de la méthode
proposeée ?

(2) Pour quelles valeurs dela méthode proposée est-elle d’ordre 2 ?

(3) Existe-t-il une valeur dev telle que 'ordre de la méthode de point fixe est supérieur a 2 ?

Exercice 11.0n considére I'équation non linéaire

2

X
f(x)ze?‘—E—x—lzo

sur l'intervalle[—1, 1].
(1) Montrer que la fonctiorf (x) admet un zéra* dans[—1, 1] et qu'il est unique.

(2) Ecrire la méthode de Newton pour résoudre I'équafign = 0. Quel est I'ordre de conver-
gence de cette méthode ? Justifier la réponse.

(3) Proposer une méthode d’ordre 2 pour la résolution de I'équation donnée.
Exercice 12.Soita une racine double de la fonctidn :
f(a)=f'(a)=0 et f"(a) #0.
(1) En tenant compte du fait qu’on peut écrire la fonctiooomme
f(x)=(x—a)®h(x)  ouh(a)#0,

vérifier que la méthode de Newton pour I'approximation de la ragiest seulement d’ordre
1.

(2) On considére la méthode de Newton modifiée suivante :

f (%)

/(%)

Vérifier que cette méthode est d’ordre deux si I'on veut approaher

Xyl =X — 2

Exercice 13.0n considére la fonction
f(x) =€e+3/%x-2
sur l'intervalle[0, 1].

(1) Montrer gu'il existe un zéra pour la fonctionf dans|0, 1] et qu’il est unique.

(2) On veut calculer le zéra de la fonctionf par une méthode de point fixe convenable. En
particulier on se donne deux méthodes de pointXixeq (x), i = 1,2, ou les fonctionsp; et
@ sont définies comme :
(2—€?

@1(x) = Log(2 - 3v/X) et@(x) = 5

Laquelle de ces deux méthodes utiliseriez-vous pour calculer numériquement tedeta
fonction f ? Justifiez votre réponse.
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(3) En utilisant la méthode de la bissection sur l'intervéllel], estimer le nombre d’itérations
nécessaires pour calculer le zérde la fonctionf avec une tolérance= 1019,
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