OPTIMISATION LINEAIRE

HEDI NABLI

A

Ce cours d’optimisation linéaire est destiné a des étudiants en Mathématiques apliquées ou Informatique,
niveau troisieme année universitaire. Il est basé essentiellement sur la référence ci-apres :

Hédi Nabli, "Recherche Opérationnelle : Algorithme du Simplexe et ses Applicatioestre
de Publication UniversitaireTunisie (2006)

Ce livre propose entre autres

(1) une nouvelle méthode de recherche d’'une base réalisable initiale pour I'algorithme du simplexe. Cette
technique ne fait pas intervenir les variables artificielles. De plus il est souvent possible d’aboutir, en
une seule itération, a une base réalisable.

(2) Grace aux tableaux formels, une nouvelle alternative, autre que I'algorithme dual-simplexe, est propo-
sée.

(3) Pour les problemes de transport, un algorithme récursif pour la détermination des éléments d’'un tableau
de transport est mis en oeuvre.

Dans ce document, les résultats mathématiques sont donnés sans démonstration. Pour plus de détails, on peut
consulter la référence ci-dessus.

1. PROGRAMMATION LINEAIRE

Un programme linéaire est un probleme dans lequel on est amené a maximiser (ou minimiser) une applica-
tion linéaire, appelétonction d’objectifou fonction économiquesur un ensemble d’équations et/ou d’inéqua-
tions linéaires, ditesontraintes Autrement dit, lgprogrammation linéaire est une branche des mathématiques
qui a pour but de résoudre des problémes d’optimisation linéaire de type

P
max(ou min)[Z(xy,...,Xp) = Z CjXi]
=1
P
Z aijXj < (et/ou =)by, pouri=1,...,m.
=1

Les coefficientj, a; etb; sont des réels fixés et l&g sont des variables réelles. Les contraintes d’ineégalités
éventuelles sont toutes larges et non strictes. Il se peut qu'une contrainte d’inégalité soit de-typeEr
multipliant chaque inégalité de type*” par (—1), on peut supposer que toutes les contraintes d’inégalité sont
de type "<

1.1. Généralités. Dans le contexte de la programmation linéaire, le terme programmation désigne I'organisa-
tion des calculs et non la réalisation d’'un programme informatique. Du point de vue des applications, I'optimi-
sation linéaire est d'une grande portée. Elle s’applique a des problémes trés variés qui sont issus de I'économie,
de I'ingénierie, de la physique ou encore des modéles probabilistes. Dans ce cadre, on peut citer par exemple,
les problémes de typgestion de stock, gestion de production, transport de marchandise, affectation du
personnel, systemes industriels, réseaux de communicatioetc. Pour les modéles de programmation li-
néaire, on est souvent amené a maximiser un gain ou minimiser un codt. Ceci explique d’ailleurs pourquoi la
fonction a maximiser s’appelle fonction d’objectif ou économique.

ICe travail a été réalisé a 'occasion d’un projet Tempus, action JEP-31147-2003, impliquant d’'une part I'université Paris-Sud,
l'université de Lille (USTL) et I'université de Delft (TU Delft) et d'autre part 'université de Monastir (ISM et FSM) et l'université de
Sousse (ISITC)
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1.2. Exemple.

Exemple 1. Une usine fabrique deux produits (A) et (B) a I'aide des matiéres premiéres |, Il et lll. Le fonc-
tionnement de l'usine est comme suit :

— 1 unité du produit (A) nécessite 2 unités de | et 1 unité de Il.

— 1 unité du produit (B) nécessite 1 unité de I, 2 unités de Il et 1 unité de .
On suppose que l'usine dispose des matiéres premiéres |, Il et Il en quantités respectives 8, 7 et 3. Le profit dQ
a la fabrication d’'une unité du produit (A) (resp. (B)) est égal a 4 (resp. 5) Dinars Tunisiens (DT). L'objectif
étant de maximiser le profit tout en respectant les contraintes sur la matiére premiére.

Formulation mathématique 1. Si on désigne respectivement paret X, les quantités vendues du produit (A)
et (B), le gain total vaut
Z(X]_, Xz) = 4X3 + 5%»

D’autre part, la disponibilité en matieres premiéres revient a exiger des quantités, utilisées pour la fabrication
de x; et X, qui soient inférieures aux quantités disponibles. Ces contraintes s’expriment par les inégalités
suivantes :

2 +X% <8

X1+2% <7

X2 <3
Bien entendu, les variableg etx, doivent étre positives. En conclusion, le probléme de maximisation du profit
se traduit mathématiquement par un programme linéaire qui s’écrit sous la forme :

maxZ(xy,x2) = 4x1 + 5%
21 +% <8
X1+2% <7

Xo < 3
X1 >0,X% >0

1.3. Domaine réalisable. Pour un probléme d’'optimisation linéaire, tout point qui vérifie I'ensemble des
contraintes s’appelle pointalisableou admissible L'ensemble de tous les points réalisables s’appdile
maine réalisablell est facile de vérifier que le domaine réalisable d’'un programme linéaire est convexe. On
rappelle qu’un ensemble est ditnvexesi a chaque fois qu'il contient deux pointgty, il contient le segment
joignantx ety. Ce segment est souvent noté pay| et il est défini par

Xy] = {Ax+(1-N)y /A €[0,1]}

Un point est ditoptimal s'il est admissible et s'il réalise I'optimum de la fonction d’objectif sur le domaine
réalisable. Par exemple, pour le probleme

max[Z(xl,xz) = X1 — Xz]
Xp+Xx <1
X2 2 07

tout point réalisabléx;, x2) vérifie
Z(X1,%2) =X1 =% <X <X+ X < 1.

D’autre part, le point1,0) est réalisable et on&(1,0) = 1. Donc, la solution réalisablg, 0) est optimale et
la valeur maximale d& sur le domaine réalisable e5t1,0) = 1.

1.4. Présentation des méthodesNous allons présenter des techniques qui permettent de résoudre les pro-
grammes linéaires que I'on convient désormais de noter (PL). Diverses méthodes ont été proposées dans la
littérature :
— La méthode graphique: l'utilisation de cette méthode est restreinte aux (PL) ayant un nombre de va-
riables au plus égal a 3.
— La méthode des sommets le nombre de sommets étant prohibitif, cette méthode est trés colteuse en
temps de calcul.
— La méthode du simplexe algorithme itératif mis au point par George Dantzig en 1951.
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2. METHODE GRAPHIQUE

Nous allons décrire la méthode graphique a travers trois exemples représentatifs, ayant chacun deux variables
structurelles. Le premier admet une et une seule solution optimale. Le deuxiéme admet une infinité de solutions
optimales. Par contre, le troisieme exemple n'admet aucune solution optimale.

La résolution d’'un (PL) par la méthode graphique se fait selon une démarche commune, celle-ci peut étre
résumée en quatre directives :

(1) Schématiser le domaine réalisable dans un repére orthonormé.

(2) Dans le méme repére, représenter I'hyperglan Z(x) = 0. Noter que tout hyperplafy, d’équation
Z(x) =r,r € R, est paralléle &.

(3) Sile (PL) considéré est de type maximisatieesp.minimisation), indiquer, par une fleche, le sens de
déplacement paralleéle de qui fait augmenterrésp.diminuer)r.

(4) Déterminer la droité\,_, la plus éloignée (dans le sens de la flechef\get qui coupe le domaine
réalisable®R.. Tout point deA;, . N R est une solution optimale. Si une telle drafig,,, n’existe pas,
cela veut dire que I'optimum est infini.

Appliquons ce principe général sur 'exemple 1 défini dans le paragraphe précédent.

2.1. Exemple 1. Reprenons I'exempleg 1

maxZ(x1,X2) = 4x1+ 5%
2X1+% <8
X1+2% <7

X <3
X1>0 X>0

FiG. 1. Représentation graphique pour I'exemple 1

Le domaine réalisable est schématisé en gris sur la Figure. Toute AroitquationZ(x;,X2) =r, our est un
réel fixé, est paralléle a la droif® : Z(x1,x2) = 0. On constate aussi que tout déplacement parallée dans

le sens de la fleche (voir dessin ci-aprés) fait augment®onc maximiser la fonctioz, tout en satisfaisant
aux contraintes du probléme, revient a chercher la dfgita plus éloignée (dans le sens de la fleche)glet

qui coupe le domaine réalisable. Du point de vue graphique, il s'agit de la d¢gitgoassant par le poiti8, 2)

et parallele &\. Ainsi, on peut conclure que le poi(®,2) est la seule solution optimale qui donne une valeur
maximale de la fonction d’objectif égaleZd3,2) = 22. Autrement dit, le meilleur profit vaut 22DT obtenu en
fabriguant 3 unités du produit (A) et 2 unités du produit (B).
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2.2. Exemple 2. On considére le (PL) suivant :

maxZ(xg,X2)
2X1 — X2

—2X1 4 5%2
X12>0,% >0

—6x1 + 15X2]
4
4

INTV

FiG. 2. Représentation graphique pour 'Exemple 2

Le domaine réalisable est la partie non bornée représentée partiellement en gris sur la Figure. Tout dépla-
cement parallele d4, : Z(x;,x2) = r dans le sens de la fleche (voir dessin ci-aprés) fait augmenBnc

tout point de la demi-droitfA, B) est optimal et la valeur maximale devautZ(A) = Z(3,2) = 12 (voir dessin
ci-apres).

2.3. Exemple 3. On considere maintenant le (PL) suivant :

maxZ(Xy,X2) = X1+ Xg]
—X1+X <1
—X1+2% <4
X12>0,% >0

¥
e
",

™ Z=0
Fic. 3. Représentation graphique pour 'Exemple 3

Le domaine réalisable associé a ce (PL) est la partie non bornée représentée partiellement en gris dans
la Figure. Dans le graphique, on observe que toute drfgitd’équationZ(x;,xp) = r, avecr > 0, coupe le
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domaine réalisable. Donc, sdp= + et par conséquent, le probléme n'admet aucune solution optimale (voir
dessin ci-dessous).

2.4. Remarque. Tous les exemples traités ci-dessus possédent deux variables structyretles Pour des
(PL) en dimension 3, le raisonnement pour la méthode graphique reste le méme. La seule différence est que
'ensemble des points, X2, x3) Vérifiant une contrainte
Xy +aXz +agxs < b
se représente par un demi-espace qui est délimité par le plan d’équation
Xy +agXe+agxs =b.
2.5. Exercice.

Exercice 1. A venir

3. METHODE DES SOMMETS

La méthode des sommetsst simple, elle se base surrigsolution des systémes linéaires de Cramer
Cependant, elle est dans la pratique inexploitable car le nombre de systémes a résoudre est en général trop
important.

Néanmoins, la méthode des sommets est d’'une utilité incontestable : la recherche de I'optimum éventuel
sur tout le domaine réalisable se raméne au calcul de I'optimum de la fonction d’objectif restreinte a un sous
ensemble fini. Ce résultat sera I'un des outils clé daéthode du simplexe

Pour toute contrainte d'inégalitea;jx; < b; (resp.contrainte de positivit& > 0) d’'un (PL) donné, I'hyper-
plan associ§ a;x; < bj (resp. x = 0) s’appellehyperplan frontiere

3.1. Résultat préliminaire. Considérons un (PL) p variables réelles. Un poi# du domaine réalisable est
appelésommets’il existe p hyperplans frontiéres dont I'intersection est réduife a

Théoreme 3.1.Soit Z: RP — R une application linéaire e un polyédre deRP. Si Z admet son optimum
global en un point deR,, il est aussi atteint en un sommet fe
Sans nul doute, I'intérét de ce théoréme est immédiat :

Loptimum (que ce soit maximum ou minimum) d’un (PL), lorsqu’il existe, peut toujours étre réalisé
sur un sommet.

La méthode des sommets pour la résolution d’'un (PL), consiste donc a :

— déterminer tous les sommets du domaine réalisable,

— puis calculer la valeur d& en chacun de ces sommets.
Le sommet doté de la meilleure valeur deserait une solution optimale. Une chose reste a vérifier pour
I'application de cette méthode : s’assurer tout d’abord que le (PL) considéré admet bien une sbéution (
I'optimum est fini). Cette condition est souvent difficile a vérifier. Néanmoins, lorsque le domaine réalisable est
borné, et par suite compact, I'existence d’'une solution optimale est certaine.

Exercice 2. WIMS : Application 1 : Probléme de trains
Exercice 3. WIMS : Application 2 : Production optimale

3.2. Mise en oeuvre. Appliquons la méthode des sommets aux trois exemples précédents. Pour I'exemple 1,
les sommets du domaine réalisable sont les points (voir Higure 1)

(0,0); (4,0); (1,3); (3,2) et(0,3).
La valeur de la fonction d’objectiZ en chacun de ces sommets est
Z(0,0)=0;2(4,00=16;2(1,3) =19
Z(3,2)=22,;7(0,3) =15

Il est clair que la plus grande valeur deen ces sommets est atteinte au po8)R) et vautZ(3,2) = 22. Pour
I'exemple[2.2, d’apres le graphique, les seuls sommets(80DY et (3,2). De plus, on a

2(2,0)=-12<Z2(3,2) =12,


http://wims.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U1/opresearch/oefoptimisation.fr&exo=exo2&cmd=new&cmd=new
http://wims.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U1/opresearch/oefoptimisation.fr&exo=exo5&cmd=new&cmd=new
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ce qui entraine qués, 2) est une solution optimale. Concernant I'exenjplé 2.3, les sommets du domaine réali-
sable sont les poin{®,0), (0,1) et(2,3). La valeur deZ en chacun de ces points vaut

Z(0,0) =0,2(0,1) =1,Z(2,3) =5.

Cependant, on ne peut affirmer q&3) est une solution optimale, puisqu’on a déja vu que la fonction d’ob-
jectif n’est pas bornée sur son domaine réalisable.

Exercice 4. WIMS : Méthode graphique générale

3.3. Champ d’application. La méthode des sommets peut s'appliqguer méme pour des (PL) ayant un nombre
de variables structurelles strictement supérieur a 3. Afin de déterminer un sommet, onghgirplans

(p étant le nombre de variables) parmi lesontraintes du domaine réalisable (y compris les contraintes de
positivité :x; > 0). On obtient ainsi un systéme linéaire d'orgirgque I'on résoud. Si ce systeme admet une et
une seule solutioA, on vérifie siA satisfait legn— p) contraintes restantes. Dans ce éasst un sommet, sinon

le choix considéré de cgséquations linéaires ne permet pas d’avoir un sommet et pour ce faire, on effectue
un autre choix de hyperplans frontiéres parmi lescontraintes. Dans le but d’obtenir tous les sommets, il va

falloir balayer tous les choix possibles dont le nombre est é(j@)l a W Chaque choix qui aboutit a

un systeme de Cramer dont la solution est réalisable permet d’obtenir un sommet. Enfin, la solution du probleme
considéré est obtenue en prenant I'optimum de la fonction d’objectif sur tous les sommets.

Remarque 1. Dans la pratique, la méthode des sommets est en fait trés colteuse en temps de calcul. D’une part,
la détermination d’'un sommet exige la résolution d’'un systeme linéaire de Cramer dpoddre la solution

doit satisfaire les contraintes restantes. D’autre part, le noffibest en général trés important. A titre indicatif,

on a(33) = 3.268760! Par ailleurs, cette méthode n’est applicable que lorsqu’on est certain que le (PL) admet
une solution optimale, ce qui est a priori difficile a vérifier.

Exercice 5. Résolution par la méthode des sommets : A venir

4, METHODE DU SIMPLEXE

Dans ce chapitre, nous allons étudier une méthode qui évite de parcourir tous les sommets. Plus précisément,
le passage d’'un sommet a un autre se fait en améliorant la valeur de la fonction a optimiser. De plus, elle
fournit un test qui permet d’affirmer le cas échéant que le probléme n'admette pas de solution. Nous verrons
gue les résultats concernant les problémes de type maximisation, comparés a ceux relatifs aux problémes de
minimisation, sont trés similaires.

4.1. Forme canonique. On convient de dire qun vecteur u est inférieur a un vecteuret on écritu < v, si
pour touti, on au; < V. Ici, le termeu; désigne la-ieme composante du vectaurNous mettons en garde sur
le fait que

la négation deu < v n’est pasu > V.

En effet, 'inégalitéu > v traduit la propriétds; > v; pour toute composantePar contre, la négation de< v,
gue I'on convient de notar £ v, exprime que l'inégalité; > v; ait lieu pour au moins une composaite

Uneforme canoniquéresp. forme standajdest un (PL) ou toutes les contraintes sont des inégaliéép (
égalités) et les variables sont astreintes a étre positives.

On a déja expliqué qu’on peut supposer et sans perte de généralité, que les contraintes d'inégalité sont toutes
de type "< . Par conséquent, on peut affirmer que tout (PL) sous forme canonique s’écrit sous la forme
suivante :

max(ou min)[Z(x) = c*X|
Ax<Db
X > Ogp
ouc € RP, A, matrice(m, p) etb € R™ sont fixés.
Le vecteurx a p composantes réelleset* désigne I'opérateur transposé. Les inégalités

x>0;i=1,....p

(i.e. x> Orp) S’appellentontraintes de positivitdbésormais, on décide de noter un (PL) sous forme canonique
par (FC). Remarquer que les trois exemples précédents sont tous écrits sous forme canonique.


http://wims.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U1/opresearch/oefoptimisation.fr&exo=graphgen&qnum=1&qcmlevel=3&scoredelay&cmd=new
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4.2. Forme standard. La mise sousorme standardl’'un (PL) quelconque consiste a transformer les contraintes
d’'inégalités (mise a part les contraintes de positivité) en égalité tout en imposant aux variables d’'étre positives.
Pour ce faire, on procéde comme suit :
— A chaque contrainte de type<” (resp.” > "), ajouter fesp.retrancher) une variable tout en lui imposant
d’'étre positive. Celle-ci s'appelleariable d’écart
— Remplacer chaque variabke sans restriction de signe par la différence de deux variables positives :
X =X"—x avecx” >0etx >0.
— Siune variable; est négative, effectuer le changement de varigbte —x;.

Exemple 2. Mettre sous forme standard le (PL) suivant :

maxZ(X1,X2,X3) = 2X1 — X2 + 5X3]
X1 — 2X2 =3
Xp—X3 >-1
Xo+x3 <4
X12>0,%>0

On peut dire a juste titre que ce (PL) n’est pas une forme canonique car la premiére contrainte est une égalité
et la troisiéme variablez n'est pas astreinte a étre positive. Pour la mise sous forme standard, la premiere
contrainte, qui est déja une égalité, reste inchangée. Pour la deuxiéme, on lui retranche une variabbgpositive
elle devient

X1 —X3—X4=—1.
Quant a la troisieme contrainte, on lui ajoute une variable posiiy®ur devenir
X2+ X3+ X5 = 4.

Concernant la variabbe; qui est sans restriction de signe, elle est remplacégjpai; , avecxy > 0 etx; > 0.
En conclusion, la forme standard associée a ce (PL) s’écrit

maxZ(x) = 2xg — X2 + 5x3 — 5x3 ]
X1 — 2X2 = 3
X1 —X3 +X3 —xa= -1
Xo+ X3 —X3 +X5= 4
X= (X17X27X§_7X51X47XS) > ORﬁ-
Les variables du (PL) initial s’appellemairiables de décisigreelles de la forme standard associée s'appellent
variables structurelles

4.3. Relation entre la frome canonique et standard.L'écriture d'un (PL) sous forme standard est introduite
tout simplement parce que 'algorithme du simplexe ne s’applique gu’aux formes standards. En d’autres termes,
pour résoudre un (PL) par le simplexe, il faut tout d’abord I'écrire sous forme standard.
Etant donné qu’on résoud le (PL) proprement dit et non la forme standard associée, la question naturelle
gu’'on se pose est de savaiomment retrouver une solution optimale du (PL) de départ a partir d'une
solution optimale de sa forme standardLe théoréme suivant établit le lien entre une solution optimale d'un
(PL) et celle de sa forme standard, et on se limite au cas ou le (PL) considéré est une (FC).

Théoreme 4.1.v est une solution optimale de (FC) si et seuleme(tbsi_VA\) est une solution optimale de la
forme standard associée. De plus, on a

2(v) =2 <b —VAV)

Ce théoréme se généralise bien évidemment pour tout (PL) quelgue soit son type d’écriture. A titre d'illustra-
tion, pour I’ExempIeDZ qui n’est pas sous forme canonique&ysiva, V3, Va, Vs, V) €st une solution optimale

de la forme standard associée, compte tenu des variables d’écarts et du changement de variable considérés, on
peut dire quévy, Vo, V3 — Vy4) est une solution optimale du (PL) initial.

Exercice 6. Forme standard : a venir
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4.4. Notion de base réalisable.Désormais, on note tout (PL) écrit sous forme standard par (FS). Par définition,
I'écriture matricielle d'un probléme (FS) posséde la forme suivante :
max(ou min)[Z(y) = Y]
(FS); My=bhb
y > Ogn
ou
ceR", M € My, etb € R™ sont fixés.

La matriceM contient toujours plus de colonnes que de ligries > m) vu que le nhombre de variables
structurellesn (variables de décision + variables d'écarts + variables dlies aux variables sans restriction de
signe) dépasse le nombre de contraime$ans perte de généralité, on suppose que la maifriest de rang

m. Sinon,

(1) ou bien il y a une (ou plusieurs) équation qui est combinaison linéaire des autres équations, qu'il faut
alors enlever,

(2) ou bien le systéme est incompatible et dans ce cas le systéme I§aird® n'admet aucune solution.

4.4.1. Systéme de baséotons pamM; la i€ colonne deM. Le vecteur colonn&ly s’écrit alors
n
My = zlyiMi
i=

ouy; esti® composante dg On appellesysteme de variables de basat ensemble davariables distincteg,
i € J, prises parmyy, ..., Yn, telles que le déterminant des vecteMrsi € J est différent de zéro. On rappelle
gue I'entierm désigne le nombre de contraintes d’'égalités qui apparaissent dans (FS). La matrice carrée formée
par lesmcolonnedM;, i € J, s’appellebaseet les variabley;, i ¢ J, s’appellentvariables hors baseAutrement
dit,

une baseB du probléme (FS) n’est autre qu’une sous matrice carrée d# d'ordre met inversible.

Pour mieux visualiser une telle baBe on effectue des permutations de colonnes de sorte que laBbase
apparaisse sur lem premiéres colonnes dé. Ainsi, on metM sous la forme suivante :

M=[B N],
ouB = (M;j,i € J) € GLy(R) etN = (Mj,i € J) € Mmn_m.
Les variabley;, i = 1,...,n, peuvent aussi étre classées s&3@tN :
y= (52)7 ouys = (yi7i S ‘]) etyn = (yivi ¢‘J)
Désormais, 'ensembl&des indices de base sera noté Jaet son complémentaire pady. En respectant cette
partition, le systém#ly = b vérifie :
My=b< [BN](ys) < Bys+Nyn=Db
&y =B"lb—B INw.
Par suite, 'ensemble des solutions d&fisdu systéme linéairMy = b est égal a

—1ph__ p-1
1) {yeR"/My=b} = (B b ys Ny”) /yn € RTMY

Parmi les solutions de ce systéme, nous distinguons les solutiond@i@seour lesquellegy = Oy (on écrit
On a la place de §-m pour dire que les variables hors base sont nulles). Une telle solution existe et elle vaut

y= B~lb
On
Cette solution de base est réalisalble. €lle vérifie les contraintelsly = b ety > Ogn) Si et seulement si

B~'b > 0g.

Dans ce cas, on dit que tmse B est réalisable
Noter que toute solution de base réalisable admetm) composantes nulles relatives aux variables hors
base et que les autres composantes vérifient un systéme de Cramermordre
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4.4.2. Optimalité et base réalisablePar analogie au Théoréfne]3.1, nous allons établir que lorsque (FS) admet
une solution, on peut toujours chercher une solution optimale parmi les solutions de base réalisable.

Théoreme 4.2.Si un probléme (FS) admet un optimum global, il existe toujours une solution optimale qui est
une solution de base réalisable.

Remarque 2. Tout sommet du domaine réalisable
Y ={y/My=b, y > Ogn}

est une solution de base réalisable, la réciproque est également vraie. Les somieisresspondent donc
aux solutions de base réalisable. De ce fait, I'algorithme du simplexe ne s’intéresse qu’aux solutions de type

~ (B
y= On
avecB~1b > 0g. Ces solutions de base réalisable sont bien évidemment en nombre fini.

-1

4.4.3. Base dégénérédJne solution de base réalisahje= (BO
N

m) composantes nulles relatives g, 0l existe une composante du vecteBr'b qui est nulle. Elle eshon
dégénéréelans le cas ou toutes les composanteBdd sont non nulles et par suite strictement positives. De

méme, on dit qu’une base réalisable est dégénérée si la solution de base associée est dégénérée. Il est intéressan
de noter qu’un point dégénéré est solution de plusieurs bases réalisables. En effet, tout vecteun eoBortie

relatif a une base degénérBexdmet au moins une coordonndg ip € Jg, qui est nulle. En considérant que

B= (M, i € Jg), on obtient

b> est ditedégénérégesi en plus degn —

u=BlbeBu=be Y uM =b
ledp
s Z uMi =b
iedg\{io}
car ui, = 0. Dans la matriceB, nous allons remplacer le vecteur colorivig par un autre vecteuvlj, pour
jo € Iy de sorte que la matrid& ainsi obtenue soit inversible. Il est clair quest solution du systeme linéaire
B'x = b, étant donné que
ui M; +0|\/|j0 =h.
icJkio}

Cette solution est unique en raison de la régularité de la mdfideonc, les deux bases réalisabkest B’

donnent toutes les deux la méme solution de t(ﬁe) .

4.5, Algorithme du simplexe. Lalgorithme du simplexe est un procédé itératif qui progresse dans un sens
évolutif : il passe d’'une solution de base réalisable non optimale a une autre solution ayant une meilleure valeur
d’objectif. De cette facon, on évite de parcourir toutes les solutions de base réalisable dont le nombre est en
général prohibitif. Pour vérifier la non optimalité d’'une solution, un simple test sera effectué. De plus, grace a
I'algorithme du simplexe, on sera capable de détecter, le cas échéant, que I'optimum est infini.

4.5.1. Condition d’optimalité. La fonction d'objectifZ(y) = c'y est entierement définie par la donnée du vec-
teurc = (c,i = 1,...,n). A chaque bas8 = (M;,i € Jg), on notecg = (Cj,i € Jg) etcy = (Ci,i € Iy). D'une
facon équivalente, le vectegg (resp. @) s'obtient a partir dec en prenant les coordonnégrelatives aux
variables de basegsp.hors base) associée a la matigéesp. N. Le classement du vecteaiselonJg et Jy
donnec = ( &). Naturellement, on dit qu'uniease B est optimal& la solution associée= (%;1*’) est optimale.

Théoreme 4.3.0n se donne une base réalisable B du probléme (FS). Si la forme standard (FS) est de type
maximisation (resp. minimisation), on considére le vecteur ligne
Wi = ¢y —CcsBIN
(resp. W, = c5B"IN —cf)). Alors, on a:
— (i) wy, <0y, = B est optimale.
— (i) Si de plus la base B est non dégénérée (i-¢bB> 0g), alors
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B est optimale—- w{; < Oy,.

La condition d’optimalitéwy, < 0y, peut étre interprétée comme un test d’arrét des itérations pour I'algorithme

du simplexe. |l reste a décrire la technigue qui permet de passer d’une solution de base réalisable non optimale
a une autre solution de base réalisable ayant une meilleure valeur économique. Cette partie fera I'objet du
paragraphe suivant.

Interprétation 1. Donner une interprétation économique du vecteyr A partir de la solution réalisable
y0 = (%le), on construit le poiny’ obtenu en augmentant d’une unitést&me variable hors base. D’apres
Pégalité (1), ce point vaLUz’,:_(Bflbe‘stlNeS), oues désigne lesiéme vecteur de la base canoniqueRie™. Si

le point ainsi obtenu est réalisable, on obtient :

Z(y) = 2(y"?) £ wies = Z(y?) £ ws, carwyes = ws.

Pour un probléme de type maximisation, cette derniére égalité Zégtjt=Z(y(®)) +ws. Donc, I'élémentvs
représente la quantité s'ajoutant a la valeur économigleesqu’on incrémente d’une unité & coordonnée

hors base dg(?, pour autant que le nouveau point obtenu soit réalisable. Semblablement, lorsqu’il s’agit d’un
probleme de minimisationys correspond a la valeur retranchée de la valeur économique. C’est la raison pour
laquellewy; s’appelle vecteur desolts réduitou colts fictifsou encorecolts marginaui

Exercice 7. Sommet-Base-Optimalité : A venir

4.5.2. Amélioration de la fonction d’objectifOn se donne une base réalisaBle (B, ...,Bn). Le vecteurB;
désigne la® colonne deB qui est a fortiori une colonne dd. On note aussN; la colonne d'indicej de la
matriceN. D’ailleurs, N; n’est autreNe; ou e; est lej-ieme vecteur de la base canoniqueRde™.

Théoréme 4.4.0n suppose que la base réalisable B vérifig #v0y. Il existe donc une composantg du
vecteur Wi qui est strictement positive. Considéronsiegecteur colonng = B~1Ns de la matrice BN. Alors
de deux choses 'une

— (i) ou bieny < Og, et dans ce cas I'optimum est infini,

— (ii) ou bieny £ Og. Dans ce cas, on calcule le réel

)\:min{(By_b)i/w > 0},

et on détermine un indiceg {1,...,m} pour lequel ce minimurk est atteint (i.eA = (nyﬁ). Alors, la matrice
B’, obtenue a partir de B= (By,...,Bny) en remplagant le vecteur colonne Bar Ns, est une base réalisable.
La solution de basely = ( %’;b) associée a Bvérifie

1, [ (B7b)i—Ay sii#r
(B b)'_{ A sii=r.

De plus, on a Zy\Y) = Z(y(9) £ Aws, selon que (FS) soit de tupe maximisation ou minilisation. Ici, le point
y(9 représente la solution de base réalisable associée a® ::y(%;lb).

Il est intéressant de remarquer que dans le cas ou la base réaBsadtl@on dégénérée, le paramétrest
strictement positif. Sans aucun doute, le point consgfliiposséde, en cas de non dégénérescence, une valeur
économique strictement meilleure que celle/fe

4.5.3. Algorithme.
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/* On suppose que I'on dispose d’'une base réalisable B */
ys =B"1b

Z=CgYs
W — { ¢ —C5B~IN  si”max”
N cgBIN—¢ si”min”
while wy, £ O, do
choisirstelle quews = w{es > 0
Y= B_le
if y<O0gthen
optimum infini/* sup= 4o ou inf = —oo */
exit
else .
calculerh = min{@ /Yi >0}
déterminer pour lequel est atteint
end if

Z+Aws si"max”
Z —

Z—AwWs Si"min”
B« B /*B, estremplacée par N/
N «— N’ /* Ngest remplacée par B/

. (yB)i —Ayi pouri #r
(ya)i — { A pouri = r
Calculerwy
end while

Optimum atteint ety = (gz) et il vautZ /* Fin de I'algorithme */

4.5.4. Régle de pivotageDans la pratique, le choix des est souvent multiple, il se peut que plusieurs com-
posantesvy soient strictement positives. Etant donnée que la nouvelle solyffiovérifie :

Z(yM) = 2(y") + Aws
il serait commode de choisir la plus grande composagige wy, strictement positive.

Il arrive aussi que le minimuri soit atteint pour deux ou plusieurs coordonnées différentes. Dans ce cas de
figure, on fixe comme critére de choix pour I'indicda premiére coordonnée trouvgqui réalise le minimum
A. Pour des raisons de stabilité numérique et par analogie avec la méthode de Gauss avec pivot partiel, un autre
critére de choix est souvent considéré. Il consiste a choidir facon a ce qug soit le plus élevé parmi les
élémentsy; strictement positifs. Le critére qui fixe le choix dget de I'indicer s’appellerégle de pivotagelLa
regle qui prend systématique la plus grande valeur positiv&dgappelleregle du meilleur colt marginal,
c'est cette regle que I'on adopte dans ce cours.

5. ALGORITHME DU SIMPLEXE STANDARD

Dans ce chapitre, les données mise en oeuvre dans l'algorithme du simplexe seront représentées dans un
tableau. A chaque itération correspond un tableau appbléau simplexe Des formules itératives liant les
éléments d’'un tableau au tableau subséquent seront également établies.

5.1. Tableau simplexe. Les éléments qui interviennent dans I'algorithme du simplexe peuvent étre récapitulés
dans ce qui suit.
— Les variables de base et les variables hors base. La base ré@isalenatriceN seront immédiatement

identifiées a partir des variables de base et hors base.
-1

— La solutiony = <BO b> associée a la base réalisaBlePuisqueyy = Oy, 0On ne retient que le vecteur
N
VB = B 1b.
— Le vecteumj, = +[cy, — csB~IN] pour tester I'optimalité.
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— La matriceB~IN afin de calculen et le coefficiend\.
-1
On

Z(y) = CgYs-

A chaque base réalisaliecorrespond une itération de I'algorithme du simplexe. Pour rendre pratique I'appli-
cation manuelle de 'algorithme du simplexe, les éléments décrits ci-dessus sont regroupés dans un tableau de
la maniere suivante :

— La valeur de la fonctiod au pointy = ( b) qui est égale a

yim+1 Yin
Yia
B~IN Blb| :
Yim
W z

Les coordonnéeg, ,...,Yi, correspondent aux variables de base, et les coordognpegs. ., yi, correspondent

-1
aux variables hors base. Le terdelésigne la valeur de la fonction d’objeciifau point réalisable{BO b).
N

D’apres I'indexation des variables de base, on a:
m
Z=y Y, avecy;; = (B~'b);.
=1

5.2. Application. Comme application de I'algorithme du simplexe, nous allons résoudre les trois exemples du
premier chapitre en utilisant les tableaux simplexe.

5.2.1. Exemple 1.Reprenons 'Exemple 1 :

max[Z(xl, X2) =4X1 + 5X2]
2X1+X% <8
X1+2% <7
X <3
X1>0,%x>0

On écrit ce probleme sous forme standard.:En ajoutant les variables d’écart, on obtient :

21100
M=[12010],
01001

8

¢=(4 50 0 0)etb=| 7

3

On cherche un systéme de variables de base réalisabli:est clair que{ys,ys,ys} forme un systéme
de variables de base réalisable. La base associ@e-ek{, elle vérifie bien

B lb=I3b=b> Ogs.

Pour cette base, on obtient :

2
B IN=N=[1
0

RN R

Wy =cy = (4 5)
carcg = Og et
Z+—27(0,0,8,7,3) =0.
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) : (B~L )
Rappelons que les coordonnées de chaque solution de base ré |I561b e] sont classées seldh
N

-1
etN. Pour la bas® = I3, si on écrit les coordonnées de la solution réalis{bﬁ’s b) = <0b> dans
N N

lordrey;, i =1,...,5, on obtient exactement le poif@,0,8,7,3).

yi Y2

2 1|8y
ltération1: |1 2|7 |vVa

0 1[(3|ys

4 510

Le vecteur lignenv = (4 5) n’est pas négatif, il contient deux composantes strictement positives. Il
a été convenu de choisir la plus grande qui est 5. Pour distinguer notre choix, on décide de I'écrire en
gras. Faisant référence aux notations utilisées dans le Théprgme 4.4, on a:

1
ws=5ety=B Ns= | 2
1

Donc, au cours de I'itération suivante, la variable hors base qui se situe au niveaualdevenir une
variable de base. D'apreés le tableau ci-dessus, il s'agit de la vayal®eur déterminer la variable qui
prend place, il va falloir calculer le paramékret en déduire I'indice. D’'aprés le méme tableau, on
a:

873
1’2’1
et doncr = 3. L'indice r correspond alors a la variabte. On décide de mettre en gras I'élémgngjui
a permis de réaliser le minimum

A =min{ }=3

(B~'b)r

Ve
En résumé, lorsqu’on écrit en gras une composangtie wf;, cela signifie que la variable, figurant sur
la méme colonne ques du tableau simplexe, entre dans la base. Inversement, l'identificatign de
permet de décider que la variable, située sur la méme ligng,caart de la base. Naturellement, ces
deux variables s’appellent respectivemeantiable entrante etvariable sortante.

}\:

Itération 2: A ce stade de calcul, la base réalisaBleest associée aux variablégs,ya,y2}. Pour la
prochaine itération, on aura besoin Béa la place deB'. Afin de ne pas encombrer le texte par les
notations, il est naturel de garder les mémes symii)ldset A pour toutes les itérations du simplexe.
En tenant compte de 'ordre des indidgs= {3,4,2} des variables de base etdle= {1,5}, on obtient

1 01 2 0
B=| 0 1 2 et N=|[ 1 O
0 01 01

Par un simple calcul, on vérifie les égalités suivantes :

2 -1 5
BIN=[1 -2 |,B=|1]etwiy=(4 -5).
0 1 3

Le tableau simplexe relatif a cette itération est

Y1 ¥

2 —-1|5|vys
1 -2|1 Ya
0 1/ 3|y
4 5|15
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Noter que le vecteuB~1b peut étre calculé aussi via la formule

(B lb) {(Blb))\i—)\yi pouri # r
pouri =r
8—3x1
= 7—3x2
A

5
= 1
3

De méme, la valeuZ = 15 qui correspond Z(0,3,5,1,0) peut étre obtenue a travers le résultat
Z— Z+Aws =0+ 3 x 5= 15 Ces deux constatations restent valables pour les itérations qui suivent
et pour n'importe quel exemple.

Pour ce tableau, le vectewg; admet une seule composante strictement positive quiest4. Donc,
la variabley; entre dans la base au cours de l'itération 3. En ce qui concerne le nouveau palametre
ona:
2
1 : .51
y=B "Ns=| 1 |, etparsuitA =min{-,-} =1
Ainsi, la variabley, devient hors base. Il est intéressant de noter que les malFieeN peuvent étre
déduites du tableau simplexe a partir des variables de base et des variables hors base. Dans toute la
suite et lors de I'exécution d’une itération simplexe, seul le tableau simplexe sera donné. Bien entendu,
on précisera en gras les élémentsety; et on calculera le coefficieit a chaque fois que cela s’avéere

nécessaire.
Ya Y5
-2 3| 3 |vys
[tération 3: 1 2|1y
0 1/ 3|y
-4 3[19

Conclusion: On a
Wy =(~2 -1)<(00)
donc le Théorem 4.3 assure o82,0,0,1) est une solution optimale pour (FS). D'aprés le Théo-

remed 4.1, le poin(3, 2) est optimal pour notre (PL) de départ. Il réalise une valeur maximateétyale
a22.

5.2.2. Exemple 2.Pour 'Exemple 2, le (PL) considéré est

maxZ (X1, X2) = —6x1+ 15%]
2X]_ —Xo >4
—2X1+5% <4
X1 > 0, Xo > 0
On écrit ce probléme sous forme standard.:En retranchant une variable d’écart a la premiére contrainte,
et en ajoutant une seconde a la deuxiéme, on obtient :

2 -1 -1 0\ . (4
M:<_2 c 0 1),0_(—6 15 0 O)etb_<4>.

On cherche un systéme de variables de base réalisablBrenons par exemp{g1,ys} et montrons qu'il
forme un systéme de variables de base réalisable. La mBtessociée a ce systeme vérifie :

(20 4 (30 1. (2
B_<_2 l>:>B _<l 1>:>B b= g |-
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Les composantes d& b étant positives, la matrid® est une base réalisable. On calcule
1 1 1
- 5 0 -1 -1 -5 —3
IN=( 2 - 2 2
=1 3)(7s o)=(3 )

W= (15 0)—( 6 o)<—§1 j):(lz _3).

La solution de base réalisable relativeBgest (2,0,0,8), elle donne une valeur d’objectif égale a
Z(2,0,0,8) = —12.

et

Y2 Y3
3 3| 2 %
Itération 1;
4 —1| 8 |y,
12 3| -12
A:min{§}22
[tération 2:

Le vecteur lignenf, = (—3 0) étant négatif, la solution associé® 2,0,0) est optimale pour (FS).
Compte tenu du Théorérhe }.1, on peut affirmer &) est une solution optimale de ce (PL) et que
la valeur maximale d& sur le domaine réalisable est 12.

Remarque: On avait montré a I'aide du graphique que ce probléme admettait une infinité de solutions
optimales. Ce résultat peut étre retrouvé via le dernier tableau simplexe. En effet, on remarque sur ce

tableau une composanig nulle. Le vecteuy = B~Ns est égal & = — <5/8> , qui est négatif. Donc,

1/4
: B~lb— Ay . . o
tout point de la formeg, = Aes est réalisable pour (FS) et ceci pour tout r&edositif. Du

fait quews = 0, la valeur de&Z(z, ), qui est égale a 12 Aws, reste inchangée. Par suite, le panest
optimal pour (FS) quelque soit le réel poshif

Conclusion: En ce qui concerne le (PL) associé, nous allons utiliser comme d’habitude le Théorgme 4.1.
Si on classe les composanteszjelans 'ordrey;, i = 1,...,4, on obtientz, = (3+)\§,2+)\1,)\,O).
Par conséquent,

5 1 51
est un point optimal pour (PL). Notons qt@é,%) est un vecteur directeur de la droitdB) (voir
Figure[:}:). Drailleurs, la demi-droitfAB) coincide avec I'ensemble des poili82) +A(3, 3) lorsque
A décritR, .

5.2.3. Exemple 3.Pour 'Exemple 3 :

maxZ(xi,X2) = X1+ X
—X1+% <1
—X1+2% <4
X1 >0,% >0

On écrit ce probleme sous forme standard:On a:

~11 10\ , (1
M:(_l 2 0 1>,C—(1 10 O)etb_<4>.
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On cherche un systéme de variables de base réalisabliest facile de vérifier qud = |, est une base

réalisable.
Y1 Y2
. -1 111|vys
[tération 1: “1 2|4ly,
1 1]0

Conclusion: Pourws = 1 écrit en gras, on § = (_i) < (8) Donc, d'aprés le ThéorénHA, le

probléme vérifie :

SURZ(Y) = ~+eo.

yey

L o B~lb—Ay R ,
Plus précisément, pour tout réel> 0, le point réalisablg, = e possede une valeur d’ob-
jectif égale a :
Z(Yy) =0+Aws = A
dont la limite en+o vaut+. Le pointy, est égal a
(A,0,14+A,44N)

et par conséquend, = (A,0) est un point réalisable du (PL) initial et ceci pour tout reet 0. Noter
quex, décrit le demi axg¢Oxq) lorsqueA parcourt I'ensemble des réels positifs. D'aprés la Figlire 3,
tous ces points sont effectivement réalisables.

5.3. Sommets et solutions de baseTlous les (PL) résolus jusqu’ici sont des formes canoniques puisque le
domaine réalisable de chacun peut s’écrire sous la forme

R ={xeRP/Ax<betx>Orr}

Comme conséquence immédiate du Théoreme 4.1, on peut affirmer é%e_vsAv> est une solution d’'une

base réalisable d#&, alorsv est un sommet d& . Essayons donc de voir le lien entre les différentes solutions
de base réalisable parcourues par I'algorithme du simplexe et les sommets correspondants. Pour [Exemple 1, &
partir des quatre itérations effectuées, on voit que les sommeRsrdis en jeu ont été parcourus dans I'ordre

suivant :
{ (0,0) H{ (0.3) H{ (1,3 H{ (3.2)
Z(0,0)=0 Z(0,3) =15 Z(1,3) =19 =22

En se référant a la Figufé 1, on remarque que deux sommets relatifs a deux itérations consécutives sont toujours
adjacents ils appartiennent a un méme segment de droite frontie® .déela s’explique algébriquement par
le fait que les baseB et B' ne différent que d’'une seule colonne.

5.4. Formules itératives. A chaque itération de I'algorithme du simplexe, on est contraint a calculer la matrice
B~IN et le vecteur lignewi; = +[ci — c5B~IN]. Ces calculs exigent préalablement la détermination de la
matrice invers@~1. Dans cette section, nous allons voir comment surmonter cette difficulté. Tout simplement,
on évitera le calcul dB~1. Les éléments d’un tableau vont étre déterminés itérativement a partir des éléments
du tableau précédent.

5.4.1. Matrice du pivot. Posons3 = B~!N la matrice réelle rectangulairen, p) avecp = n—m. Aussi, on
poseB = (By,...,Bm) etN = (Ng,...,Np) ouB; (resp. N) désigne la® colonne deB (resp. N. Supposons qu’'a
I'itération relative a la basB, on ait permuté le vecteur colonBg avecNs. Au niveau du tableau, cela revient
a écrire en gras I'élémeiit, s) de la matrice, que I'on note communémefs. Par conséquent, au cours de la
prochaine itération, on aura

B = (Blv [ERE) Brfla NSa BI‘+17 EEE) Bm)
comme base réalisable et

N = (N17' ++3Ns—1,Br;Nsy1,. "7NP)'
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Théoréme 5.1.Les relations qui lienp’ = B *N’ avec = B~IN sont données par :

1 gij=
;o Bre SII=r

_& ..
B Sii£r

m‘
|

et
rj:BT; N Sij#s
i/j:Bij_% Sij#seti#r.

Afin de mieux visualiser les formules établies dans le Théolénje 5.1, nous allons illustrer tout d’abord les
éléments du tableau simplexe dans le schéma suivant. LBg@elrrespond a I'élément écrit en gras au niveau
de la matricel = B~IN.

o <

© Brs © (B_lb)r
< O
Ws

Ensuite, le tableau simplexe qui suit sera rempli moyennant des transformations qui peuvent étre résumées
en ces termes :

— au niveau d@s, on aural%rs.

— Tout élément de la colonne relative B s devient—ﬁ.

— Tout élémenb de la ligne relative devientﬁ.

— Tout élément en dehors de la ligne et de la colonne relatigsssera transformé en— E—r: Dans cette

derniére expression, on tient & préciser quieesp.<) est I'élément de la matrigg= BN qui appartient

a la méme colonnadsp.ligne) queo et la méme lignerésp.colonne) queps.
Les relations données dans le Théor¢mé 5.1 sont identiques aux formules de Gauss-Jordan pour l'inversion
d’'une matrice. Pour cette raison, I'élémdhg s'appellepivot, faisant allusion au pivot de Gauss. A chaque
itération du simplexe, le pivot est donc l'intersection de la variable sortante avec la variable entrante. Noter
également que toute ligne, en dehors de la ligne du pivot, qui possede un zéro sur la colonne du pivot reste
inchangée ; idem pour les colonnes possédant un zéro sur la ligne du pivot.

5.4.2. Vecteur des codts réduit©n garde ici le méme piv@;s. Cela veut dire que le vecteur colonBea été
échangé palN; et vice versa. Les formules établies précédemment powont conduire aux relations liant les
composantes dey, avec celles dey. Pour cela, on pose :

Théoreme 5.2.Les composantes dgwsont données par

) et wy=(wp ... Wp).

-3 sij=s

Brs

V\/j - W, [3 ; ..

wWj — ﬁ Si j#s

D’ores et déja, on peut observer que les relation hgptawy, sont les mémes que les relations entre une ligne
Bi, et une ligne en dehors de la ligne du pi@x. Le termews, qu'on a convenu d’écrire en gras, se situe
sur la méme colonne du pivot. Il est remplacé p%i Les opérations qu'il faut appliquer sus, j #k, en
vue d’obtenirvx/j sont identiques a celles effectuées sur les termes de symbales le schéma du paragraphe

précédent.
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5.5. Algorithme du simplexe standard. En ce qui concerne le vecteBf b, il a été indiqué d'avance qu'il
peut étre déterminé par les relations

~1,. | (B7b)i—ABis pouri #r
(B )i = { A pouri =r.

Si on remplace\ par sa valeufB~1b); /Bs, on obtient les mémes formules qui régissent une colonng de
en dehors de la colonne du pivot. Maintenant, I'élément en bas a droite du tableau simplexe, &,ssoir
calcule itérativement via la relatiah < Z +Aws ou Z <+ Z — Aws selon que le probléme étudié soit de type
maximisation ou minimisation. En tenant compte de I'expressiok, deest facile de constater que la formule
Z — Z — \ws s'identifie a la formule relative a un élément de symbele Afin de garder les mémes formules,
il est souhaitable de remplacg&rpar —Z lorsqu’il s’agit d’'un probléme de type maximisation. Au niveau de
I'implémentation sur machine, il est commode de définir une matrice, que I'orthafei contient les éléments
B, B~1h, wy, etZ:

H(1:m1:p)=B=B"IN, avecp=n—-m

H(1:mp+1)=B1b

H(m+1,1:p) =wy = +[cy — 5B IN]

H(m+1p+1) =+Z(y?)
La matriceH est de taillgm+ 1, p+ 1). D’'une itération & une autre, elle est calculée itérativement de la méme
fagcon que 'on détermine les éléments symbolisés par'q” et "o". Afin de balayer tous les paramétres du
tableau simplexe, on ajoutetadeux vecteurs entiers, notBaseet hbaseet de taille respectiven et p. Pour
chaque coordonnéebasei) fournit I'indice de lai€ variable de base du tableau simplexe en cours. De méme,
hbasé j) correspond a I'indice de Igf variable hors base. La mise en oeuvre des résultats de ce paragraphe dans
I'algorithme du simplexe aboutit & une formulation plus simplifiée au niveau de I'implémentation sur machine.
Ici, on suppose que I'on prend systématiquement I'élémgnt O le plus élevé. Naturellement, le plus grand
parmi les composantes strictement positives est le maximum sur toutes les composeagtes de

Exercice 8. WIMS : Résolution par les tableaux simplexe
WIMS : Méthode du simplexe

6. DUALITE EN PROGRAMMATION LINEAIRE

Dans le cadre de la programmation linéaire, on peut associer a chaque (PL) un autre (PL), de type opposé€,
nommeéprogramme dual. Leurs propriétés sont étroitement liees :

Par souci d’'optimiser les calculs lors de la résolution d’'un (PL), il est plus avantageux, dans certaines cir-
constances, de2soudre le probleme dual.Ensuite, la solution du (PL) initial sera déduite facilement par
l'intermédiaire de la solution du dual.

Une des conséquences les plus fructueuses de la notion de dudldaégesthme dual-simplexe qui a été
congu, dans les années 50, par Lemke. Cet algorithme a un intérét inéluctable en programmation linéaire.

6.1. Primal - Dual.

6.1.1. Cas d'une forme canoniquédn considére un programme linéaire écrit sous forme canonique que I'on
suppose de type maximisation :

maxZ(x) = c*x]

Ax<Db

X > Ogp.
Von Neumann, un Mathématicien Allemand du début du 20-iéme siécle, a dédinilee ce probléme par le
programme linéaire de type minimisation suivant :

min[y(v) = b*v]|

Av>c

vV > Ogm.
Le probléme initial a partir duquel on a défini le dual s’appeliinal. Pour une forme canonique, le second
membre du dual est formé par les coefficients de la fonction économique du primal ; de méme, les coefficients de
la fonction d’objectif du dual ne sont autres que les composantes du second membre du dual ; aussi, la matrice


http://wims.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U1/opresearch/oefoptimisation.fr&exo=gensimp&cmd=new&cmd=new
http://wims.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U1/opresearch/oefoptimisation.fr&exo=gensimp2&cmd=new&cmd=new
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Algorithm 1 Algorithme du simplexe standard

Require: base réalisable
Initialiser H, baseethbase
Calculerws=maxH(m+1,1: p)]
while ws> 0 do
déterminer l'indices pour lequel le maximunwsest atteint
if H(1:m,s) < Ogm then
optimum infini /* sup= 4o ou inf= —oco */
exit
else
calculerA = min{ %l p”), pouri =1,...,m/H(i,s) > 0}
déterminer I |nd|cer pour lequel est atteint
end if
basdr) < hbaségs)
piv=H(r, s)
H(r,s) — p.v
H(r,j) < V,IOOUVJ 1,....p+1letj#s
H(i,J) — H(i, )~ H(r, ) <H(i,9), pouri £ et] #s
H(i,s) < p'lvs>, pouri=1,....m+1leti#£r
Calculerws= maxH(m+1, 1 :p)
end while
Optimum vauZ = +H(m+1,p+1)
Une solution optimale, que I'on notepty, est donnée par :

{ opty(basél:m)) =H(1:m p+1)

opty(hbasél:p)) =

régissant les contraintes du dual est la matrice transposée de la matrice du primal ; et enfin, les inégalités (mise
a part les inégalités de positivité) du primal et du dual sont en sens inverse.

6.1.2. Cas général.Tout programme linéaire ne s’écrit pas forcément sous forme canonique. Il peut admettre
en effet des contraintes d’égalités et/ou des variades restriction de signgs.r.s. en abrégé). De ce fait, la
forme générale d’'un primal de type maximisation s’écrit de la fagon suivante :

maxZ(x) z CiXj]

Xj>0,pourj=1,...,k

p
Z aijXj < by, pouri=1,...,
=1

Xjs.r.s.,pouj =k+1,...,

p
D a&jXj=bi, pouri=1+1,....m
=1

p.
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Apres un certain nombre d’opérations algébriques, on montre que le du2) @ést :

m
min[y(v) = biv]
. i; I'VI
giVvi >cj,pourj=1,...,k
%1 Vi Z ¢
ajVvi=cj, pourj=k+1,...,p
i; Vi =¢j

v >0,pouri=1,...,l
Vi s.r.s., pour=1+1,....m.

6.1.3. Tableau récapitulatif.On note que lorsque le primal est écrit sous une forme générale, son dual I'est
aussi. Le tableau ci-dessous récapitule les régles de correspondance entre un primal de type maximisation et
son dual.

[ Primal | Dual |
- Maximisation - Minimisation
- Coefficients d’objectif - Second membre
- Second membre - Coefficients d’objectif
- Matrice régissant les contraintes| - Matrice transposée
- Relation liant les contraintes - Nature des variables
— i-iéme inégalité < -vi>0
— i-ieme équation : = — Vj S.I.S.
- Nature des variables - Relation liant les contraintes
- Xxj >0 — j-ieme inégalité >
— Xj S.I.S. — j-iéme équation : =

Remarque 3. On aurait pu choisir comme primal un probleme de minimisation, le dual aurait été alors un
programme linéaire de type maximisation. Tout simplement parce que le dual du dual est le primal (facile a
prouver). Autrement dit, si on permutait dans le tableau précédent les deuRrimoéd et Dual, on obtiendrait

les régles de correspondance entre un primal de minimisation et son dual.

6.2. Optimalité pour le primal-dual.

Théoreme 6.1.Si xp €t Vpp Sont deux solutions réalisables ¢€) et (D) respectivement, alors (%,p) <
P(Vop). Si de plus on a &op) = W(Vop), alors % et \op Sont deux solutions optimales (i) et (D) respecti-
vement.

Dans la pratique, il est souvent difficile de trouver deux points réalisabjest vop de (P) et (D) tels que
Z(%op) = Y(Vop). La situation la plus envisageable consiste a déterminer une solution optimale du primal via
par exemple le simplexe, puis essayer d’en dégager une solution optimale du dual.

Théoréeme 6.2.Soit B une base réalisable de la forme standard relative au prif#fal Si la base B vérifie
Wy, < 0F, alors ;, = cgB~* est une solution optimale du du@D).

Remarque 4. Afin de déterminer la solution optimalg,, = cgB~1, il est inutile de calculer la matrice inverse
B~L. Il suffit, en effet, de résoudre le systéme de CrawiBr= Cg. Par ailleurs, le Théoréme précédent n’exige
aucune condition sur la nature du primal (max ou min).
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